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CIIAI>ITRE i 

LES CONIQUES CONSIDÉRÉES COMME COURBES UNICDRSALES 


1. Soit iinc conique I'' proprement dite. A, B, f], I) étant quatre 
points fixes de la conique, donnés dans cet ordre, le rapport «nhar- 
monique (MA, MB, MC, MD) ou M(ABCD) des quatre droites qui 
joignent les points A, B, C, D à un point M de cette conique a, 
d’après un théorème dû a Chasles(‘), une vaU'ur indépendante de 
la position de M. Cette valeur est dite rapport anharnionique des 
points A, B, C, D sur la eonupie : elle se représente par la notation 
(ABCD), employée aussi pour désigner le rapfiorl anharmonique de 
quatre points A, B, C, l), donnés dans cet ordre, sur une droite. 


2. Soient une conique propretnent dite F et une droite A rencon¬ 
trant F en deux points A cl B, que 
nous supposerons d’abord distincts. 
O étant un point fixe de F autre que 
A et B, menons la tangente h F en 
O, rencontrant A en I. D’une ma¬ 
nière générale, M étant un point de 
1" et m étant un point de A, nous 
poserons 

R=(ABMO). 

Cela posé, on a le théorème suivant ; 



(•) Ce théorème est, le suivant: Les droiks qui joignent deux points fixes d'itne 
conique proprement dite à on point variable de cette conique sont les rayons homologues 
de deux faisceaux ftomogruphiques. 

Michel, Géom. mod. 
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Pour que deux points M et M' de T et un point m de A soient en 
ligne droite, il faut et il svfj^l que Von -ait 

Hir = r. 


T’ La condition érioncce est nécessaire. Supposons en elVel que 
les points M, M' et rn soient en ligne droite. Menons la droite OM, 
qui rencontre A en k. On a 

H = (ABMO) = O(ABMO) ^ (ABkl) 
et W ==.- (A BM'O) M(A BM'O) (A lîmK). 


Si, dans une reproscntalion parainéiriqne linéaire dc' la droite A, 
a, h, k, P et co désignent respectivement les paramètres des points 
A, B, k, m et 1, on a 


et par suite 

BU' 


U==.(AI!K.I) = p-^^ 


O) — n 

Z--I/ 


\v 


(ABmk) 


i j. - a k n 



(O — a\ /u. — a k n\ 
to h) \y- h l> h) 


- -a. “ . « ^ '(A liwl) r. 

a — h M — h 


• 2 ^’ La condition énoncée est sutTisanlc. Sn[)()osons en ell’et (pie 
M, M' et m soient tels que l’on ait 

HB'r. 


Menons la droite MM' (qui sera la tangente en M si M' est con- 
l'ondn avec M) ; soit m, son point d’intersection avec A. D’aprtVs la 
proposition directe, on a 

BB' == r, ; 

on en déduit que l’on a r -- Tj, c’est-à-dire 
(ABmI) = (ABmil), 

ce qui exige que w, coïncide avec m. La réciprocpie est donc établie. 

3. Applicntioiis. — i® Supposons que la droite MM' Avarie en 
passant par un point fixe m de A. Alors RR' est constant. Soient 
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K èt K' les points d’intersection de A avec OM et OM'. On a 
R = (AFiRI), K -=(AliK'I). 

Si k et k' sont les paramètres de K cl de K' dans la représentation 
paramétrique linéaire précédemment considérée de la droite A, on 
a donc 



. .. k - . a k — a 

et par suite - • ,, _r: consf. 

k — h k h 

Si l’on fait un changement de représentation paraméirique de A 
en posant 



la relation précédente devient 

00' =: const. 

Elle exprime ((uc les points k et K' se correspondent en Involu- 
tion sur A et par suite (pie les points M et M' se correspondent en 
involulion sur la conique, (l’est le Ihéorème de k'ré<jier. 

2 " Pour (pic la tangente en M à P passe par le point m de A, il 
faut et il sullit que l’on ait 

d’où l’on lire U =- zh y'^r. 

On voit ainsi que du point m on peut mener deux tangentes à l\ 
Soient M, et les deux points de contact et m'le point d’inter¬ 
section de la droite MiMo avec A. On a 

(ARMdl) . (ABlVRO) = r — (AIh/il). 

Mais, d’autre part, on a 

(ARM,O) . (ABMoO) = (ABm'I). 

Par suite, on a 

(ABm'l) = —(\Bml), 

ce qui exprime que m' e&t conjugué harmonique de m par rapport à 
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A el B. C’est la propriété qui conduit à la définition de la polaire 
d*un point par rapport à une conique. 

4. On a le théorème suivant: 

Pour que qunlrc ftoinls Mj, M), M3, M4. de l', dislinrts ou confon- 
duSj et deu.r points in et m' de A, distincts ou confondus^ soient situés 
sur une même conique., il faut et il siiffll que Von ait 

rr'. 

1" La condilion énoncée est nécessaire. Supposons en ellct qu’il 
existe une conique T' passant par les six points M,, M^;, M^, M,v, 
m et m'. Le fai.sceaii linéaire ponctuel de coniques qui contient la 
conique T et la conique T' contient au moins une coni(jue réduite 
à deux droites. Lune rencontrant la conique T par exemple aux 
deux points Mi et M_,, distinclAou conldndus, et la droite A au point 
|jL, Laïilrc rencontrant V aux llj;ux points M3 et M-, distincts ou 
confondus, et A au jioint ;x'. Sl l’on pose 

P = (A Bal), p'-=(ABa'l), 

on a 

B,R., .. p, RaB;=c' 
et par suite RiR2R:tRi ' ' pp • 

Par application du théorème de l)esar‘rues(‘), les trois covq)les de 
points (A, B), (a, a') et (m, m') a|)partiennent à une inénu' involu- 
tion. Il s’ensuit que l’on a 

(A B|x/n) — (BAa'm'). 

Si, dans une représentation paramétrique linéaire d(‘ A, a, b, 0 , 
0', L /' désignent les paramètres des points A, B, a, a', m, m' res¬ 
pectivement, et si (O désigne le paramètre du point 1, l’égalité pré¬ 
cédente s’écrit 

0 — a t — a ()' — h l' -- h 
0 — h t — b 0 ' — a V — a 

e’est-à-din' 

< — (I l' — a 
0 — b 0' — b t — b t' — V 


(*) Ce théorème s cn<,nce ainsi : Les coniques d un faisceau linéaire ponctuel sont 
rencontrées par une droite en des couples de points qui appartiennent à une même inootulion. 
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c’est-à-dire cn^core 

0 — a h' — a t — a /' 

6 — b ()' — h _ t — b t' 

M — a w — a CO — a co 

(ü — h 0) — /) O) — b M 

c’cst-h-dirc enfin zz' -- rr'. 

On a donc bien 

î>," La condition énoncée est suiTisanlc. Supposons en cIVet que les 
six points M,, M2, M;i, et m, /// soient tels que l’on ait 

II existe une infinité de coniques renconti'anl la conique T aux 
points M,, Mj, Mo, Ml, distincts ou conlondus. Les conicpies Ibrinent 
un (aisceau linéaire ponctuel, et, parmi elles, il en existe une et 
une seule qui passe par m. Si m[ est le second point d’intersection 
de cette conique avec Aj, on a, d’après la proposition directe, 

K.KJV,U,-- rrl; 

on en déduit que l’on a r' ~ r|, c’est-à-dii'o 
(AIWI) (ABmll), 

ce (pii exige que ni[ coïncide avec m'. La r(.îciproquc est donc établie. 

5. Appliciilioiis. — 1" Lixons les points ni et in' d’intersection 
de la conique variable 1' avec A et exprimons que 1' est suroscula- 
Irice à T. L(îs points Mi, M_., M.,,, M., sont alors confondus en un 
seul point M, et l’on a 

11^ rr', 

équation du (juatrièine di'gré en U. Donc, il existe quatre coniques 
surosculatriees à T qui passent, par deux points donnés sur une droite A 
rencontrant \' en deux points distincts. 

L’écpiation précédente se décompose en les deux suivantes; 

IV- "\-\^rr', K--- - y /r'. 

Les deux points M' et M,' dont les U sont racines de la première écpia- 
tion sont sur la polaire du point v' de la droite A tel que l’on ait 

(AIVl)=r. t V/tL 
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et les deux points M" et MJ dont les R sont racine^ de la seconde 
équation sont sur la polaire du point v" de A tel que l'on ait 

(ABv"l) = — y/fT'. 

Ces deux points v' et v" sont conjugués harmoniques par rapport aux 
points A et R, cl ils sont aussi conjugués harmoniques ()ar rapport 
aux points m et m'. 

En particulier, supposons que la conique V soit une conique «à 
centre et que les points m et m' soient les points cycliques. Les 
quatre conicpies I’’' précédentes sont alors des cercles. Les points 
v' et v" sont les points à l’intini qui correspondent aux directions 
principales de T ; leurs polaires par rapport à T sont les axes de F. 
Il existe donc fjuatre cercles surosculnleurs à F, et les points de conlad 
avec F sont les sommets de F. 

a*' Fixons les points m et m' d’intersection de la conique variable 
F' avec A, puis exprimons que F' passe par uti point Mj de F et est 
osculatrice à I’ en un poiril M autre que M,. Les trois points M2, 
Ma, M4 sont alors confondus en un seul point .M, et l’on a 


équation du tioisièrne degré en R. Donc, Il existe trois coniques 
passant par an point donné de F, oscnlatriccs en un autre point à F, et 
passant par deux points donnés sur une droite A qui rencontre F en deux 
points distincts. 

Si R', R", R" sont les racines de l’équation en IL on a 


c’est-à-dire RiK'IF'R" = /•/•', 

ce qui exprime que les trois points de contact avec F des coniques F' 
précédenles sont sur une même coni([uc avec les points M,, met m'. 

En particulier, supposons que la conique i’ soit une conique à 
centre et que les points m et/«'soient les points cycliques. Les trois 
coniques F' précédenles sont alors des cercles. On voit ainsi quepar 
un point d*une conique à centre il passe trois cercles oscillateurs à cette 
conique en des points autres que le point donné et que les trois points 
de contact sont situés sur un cercle qui passe par le point donné. 


6. Voici des formes particulières de la relation établie au § 4 ' 
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entre les points d’intersection d’une conique variable avec une 
conique fixe et avec une droite fixe, lorsque cette conique et celle 
droite se coupent en deux points distincts. 

i" Supposons que A cl li soient les points cycHques. Alors, la 
conique T est un cei^le et la droite A est la droite h rintini. Si V est 
l'angle, défini à un multiple de -rt près, de la tangente en O à f 
avec la droite qui joint le point O au point M de l\ on a, d’après 
un tliéorènie dû à Laguerre, 


De même, i» étant l’angle de la tangente en 0 à F avec la droite 
qui joint le point O au point m de la droite A, on a 

La relation considérée devient alors 

^ 1 “f" V2 V 3 -} •' V.^ . V -h i>^, 

à un multiple de r. près. 

2" Supposons que T soit une ellipse et (|ue A soit la droite à 
rinfmi. Les fioinis A et B sont alors imaginaires conjugués. Pre¬ 
nons sur l’ellipse comme point O une extrémité du grand axe et par 
suite coinme point I l(‘ point à l’inlini du petit axe. Si ]M est un 
point réel de l’ellipse, U est le (piotient 
de deux imaginaires conjuguées, c’est 
une imaginaire de module i, qui peut 
être mise sous la roniKî cO, s» étant 
réel et délini à un multiple de près. 
Montrons que z> est égal à l’anomalie 
excentrique du point M. Soit en efl’ot 
P le point du cercle, principal de 
fcüipse qui est situé sur la perpendi¬ 
culaire au grand axe menée par M et 
qui est du meme coté que M par rap¬ 
port au grand axe. Dans la transfor¬ 
mation de P en M, le point O se trans¬ 
forme en lui-même, et les points cycliques se transforment en les 
points A et B. Le rapport anrharrnonique R des points A, B, M, O 
sur l’ellipse est égal au rapport anliarmoniquc formé sur le cercle 
par les points cycliques, le point P et le point 0 . Si 0 est l'angle 
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de la tangente en O avec la droite OP, R est égal à par suile, 
on a 

à un multiple de a:i près. On voit alors bien facilement (pie si G 
est le centre de l’ellipse, 9 est, à un multiple de 2t, près, l’angle de 
la demi-droite GO avec la demi-droite GP. On reconnaît la défini¬ 
tion ordinaire de l’anomalie exeenlritpic d’un point d’une ellipse. 

Ola posé, clicrclions la condition nécessaire et sullisantc pour 
([ue quatre points Mj, NL. .M4 d’une ellipse, d’anomaKK^s excen¬ 
triques '.pi, w;i. cp4, soient sur un même cercle. Gominc un cercle 
variable rencontre la droite à l’inlini eu deux points fixes, le pro¬ 
duit e'r'.e'r-‘.c*ï*.c‘î' a une Naleur constante, et il en est de même de 
la somme 'ÿi l-cpo I-y'* ?'•’ multiple de 2-:: pi*ès. En parti¬ 

culier, considérons le cercle principal, cpii touclic l’ellipse aux deux 
points d’anomalies (‘xcentri<pi(:s o et ; pour ce cercle, la somme 
des O relatifs aux points de rencontre av(*c l’ellipscî est (^gale à o, à 
un multiple de près. Donc, lorsejue le cercle est cpielconque, 
on a la rtdalion 

o, \ Z,, -+• cp.-j -1 ■ Ç4 

à un multiple de 2r. près; c’est la condition nécessaire et sulTisanle 
cliercliée. 

(dierclions la condition nécessaire et sulïisante pour ((ue 
quatre points M,, M », M.,, M-, d’une ellipse, d’anomali(‘s 91 , 
soient sur une hyperbole é(|uilatère dont les asymptotes sont paral¬ 
lèles aux axes de l’ellipse. Un point de rencontre d’une telle liypcF- 
bolc écpiilatère avec la droite à l’inlini A est justement le jjoint 1 à 
rinfini de la tangente en O à l’ellipse F; pour ce point, r est égal 
à I. Pour le point à l’inlini dans la direction dvi grand axe de 
rellip.se, qui e.sl conjugué barmonique du point 1 j)ar rapport aux 
points à l’infini A et 11 de l’ellipse, /-est égal à - 1 . On a par suite 
la relation 



à un multiple de nu près; c’cîsl la condition nécessaire et sulfisaiite 
cherchée. 

Gonsid('ron.s une hyperbole équilatère dont h's asymptotes sont 
parallèles aux axes de l’ellipse; soient 91,'f.'i, <p4. les anomalies 
des quatre points de rencontre de cette hyperbole avec l’ellipse. Le 
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cercle qui passe par les trois points d’anomalies cpi, cp2,13 rencontre 
l’ellipso en un quatrième point d’anomalie o[. D’après ce qui pré¬ 
cède, on a à la fois 

^1 -| - îpî îpri -f- ^4. “ 'JT , 

<^1 H~ îp-i -1- ^-3 “h «'i = O, 
à un multiple de mz près. Donc ou a 

à un multiple de '.y.T. près. Los doux points d’anornalios '.p., et cp 
sont donc diamétralement opposés sur l’ellipse. 

Donc, si ron coupe une ellipse par une hyperbole etpiilalère dont les 
nsymploles sont parallèles aux axes de l'ellipse, tnns des points d'inier- 
seclion el le point de l'ellipse diainèlralemenl opposé au (pialrièinc sont 
sur un même cercle. 


/i" Cherchons aussi la condition nécessaire et sulïisanlc pour que 
quatre points M,, Mo, M;t, M; d’une 
ellipse, d’anomalies cpi, epu, 94, 
soient sur une conique [)assanl par le 
centre de l’ellipse et par le point à 
l’infini dans la direclion du grand 
axe. Soient A et l> les exlrémilés du 
grand axe, A étant d'anomalie o, B, 
d’anomali(‘ Si P est le point du 
cercle principal de relli[)se qui est 
situé sur la perpendiculaire au grand 
axe menée pai‘ le point M de l’ellipse, d’anomalie 9, el tpii est du 
mémo côté (|ue M [)ar rapport au grand axe, nous avons vu (pic 

l’angle do la tangente en \ avec la droite AP est égal à , à un 



multiple de :: près. Il on résulte que, si O est le point de l’ellipse 
<[ui a pour anomalie ^, lequel point est une exlrémité du |H'lit axe, 
le rap[)orl anharmoui([ue U des quatre points A, B, M, O est (*gal à 
^o, X', tg-^, c’est-à-dire à Ig 

lie point I est à l’infini. fiC rapport anharmoni(pie (ABU) est 
égal à I, et le rapport anharmonique (.\B(d) est égal à 1. La 
condition cherchée est donc 


IjrŸ^lg^’. Ig?* 


I. 
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Posons, d’une manière générale, tg ^- —/..La relation devient 

Ul-ihU— ' *• 

5 " Voici une application de ce qui précède aux normales à 
rdlipse. 

Clierclions d’abord le lieu d’un point ]V 1 tel que la polaire de ce 
point par rapport à l’('llipse soit 
perpendiculaire à la droite qui joint 
le point M à un point donné P. 
Menons pour cela pai' le centre (] 
de l'ellipse la ])arallèle 1) à la pojaire 
de M. Comme l’on sait, les deux 
droites CM et 1 ) sont deux diamè¬ 
tres conjugués de l’ellipse ; elles 
soni conjuguées liainioniques par 
rapport aux asymptotes de l’ellipse, 
et par suite elles se correspondent 
irivolutivcmenl. D’autre part, les 
deux droites D et PM, qui sont rectangulaires, sont les rayons liomo- 
logues de deux faisceaux liornograpliiques, de sommets C et P. Il 
s’ensuit qu(î les deux droites M(i et MP se correspoodent homogra- 
pliiquement, et (pie le lieu du point M est uni* couicpie passant par 
les points (' et P (•). Il (*st l’acile de reconnaître que cellt' conique 
passe par les points à l’inrini des axes de reHi])se ; c’est donc un(> 
liyjH’rbole (VpjilatcTC 11 dont les asymptotes sont parallèles aux axi's 
(le relli()se; on la désigne sous le nom à'hypt-rhule d'Apollonius 
relaline au point P. 

La polaire d’un point de l’ellipse étant la tangente en ce point, 
on voit qu(^ pour (pi’un point de l’ellipse soit situé sur l’Iiyper- 
bole 11, il faut et il sullit que la normale en ce point à l’eUijise 
passe par P, L’hyperljole II rencontrant l’ellipse en quatre points, 
on a le théorème suivant : 

Par un point P ii passe quatre normales à rellipse P ; les pieds de 
res quatre normales sont situés sur une hyperbole H passant par P, par 
le rentre de Vellipse et par les points à Vinfini des axes de Vellipse. 

Cela pose, soient cp-j., cp^, cp* les anomali(‘s des pieds Mi, M^, M;., 

(*) Chuslcs a (lôiiiootré le lliénn-iiic suivant: Le lieu du iwint de rewontre des rayons 
homologues de deux faisceaux hornographigues de sommets distincts O ut O' est une conigue 
passant par les points O et O'. 
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M* de» quatre normales menées de P à l’ellipse W Puisque ces 
points sont situés sur une hyperbole dont les asymptotes sont parai- 
îèlcs aux axes de l’ellipse, on a 

cpl ^2 “H '^3 ■ P ~ ’ 

à aA’Tr près, li étant entier, c’est-à-dire 

'2 a 9 . 9 ‘2 

à k- près; autrement dit, t<^'‘ ^ odini. En 

posant, d’um? manière générale, tg ^ - /, on a donc 

1 — w/i/^-f- litittili. ■ O. 

D’autre part, puisque les points M,, M,, M^, M-, sont situés sur 
une conique passant par le centre de l’ellipse et par le point à 
rintini du grand axe de l’ellipse, on a 

likkh^- I. 

(irûce à celte seconde relation, la première peut s’écrire 
i:/,/., ==o. 


On ohlienl ainsi <Jeux conditions nécessaires et sulïisantes pour que 
les normales en (pialre points d’une ellipse concourent «mi un même 
point. 

L’équation aux / des pieds des normales menées d’un point à une 
ellipse est de la Forme 

A/‘ I \\n \ Cl- A -O. 

D’ailleurs, si vi, '>j, va, 'f-, sont les anomalies des quatre [)'oints de 
rencontre d(* rdlipse avec un cercle, on a 

\a a a a/ 
et par suite i:/i =■ 

L’équation aux / des points de rencontre d’une ellipse avec un cercle 
est de la forme 


AZ* I BZ’’ -f- CZ- -t- BZ -f- D O. 



12 CONIQUES CONSIDÉRÉES COMME COURBES UMCURSALES 

De ce qui précède résulte le théorème suivant, dû à Joachimslhal : 

Les pieds de trois des normales qnon peut mener d'un point à une 
ellipse et le symétrùiae par rapport au centre de rdlipse du pied de la 
(jualrième normale sont situés sur un même cercle. 


7 . Dans ce (jiii précède, nous avons sup|)osé que la droite A ren¬ 
contrait la conique I" en deux points distincts. Snppo.sons maintenant 
que A soit tangente à T en un point A, et 
proposons-nous d’établir une condition 
nécessaire et sunisantc |>our que quatre 
points de T et deux points d(* A soient situés 
sur une même conifjOe. A cel etTet, nous 
terons correspondre à cbacpie point M de T 
nu paramètre À qui ri'présente linéaire¬ 
ment la droite ()M auloni' du [)oint 0. 

Considérons d’abord une droite ren¬ 
contrant r en M et M' (*t A en w. Si la 
droite vaih» de l/n/oti (pie m reste fixe, d’après le tb(!'orème de 
Frégier, les droites OM et üM' se correspondent en involution. 
L’un des rayons doubl(‘s de l’involutiori est la droitiî OA, l’autre 
rayon double est la droit(‘ qui joint le point O nu point de con¬ 
tact H de la si'conde tangenti* menée de m à F. Si À et )/ sont les 
paramètres de M et de M', a le paramètre de A et a celui de H, 
on a l’éi^alité 



I i 



Cela posé, considérons une conique quelcorKjne 1' rencontrant V 
aux quatre points, distincts ou conl’ondus, M,, Vl.i, M; et la 
droite A aux points, distiiicls on coul’ondus, m et m'. Soient ix et jx' 
les paramètres des points de contact H et IF d(;s secondes tangentes 
memk^s de ni cl d(‘ m' à la conique F. Si m cl ni' varient sur A dans 
une involution avant A j)our point double, le [loint de rencontre 
des tangentes en li et IF à F, eu vertu du tb(M)rèine corrélalif du 
ibéorème de Firgicr, décrit une droite, et la droite HIF passe par 
un point lixe, p<Me de celle droite par rapport à la conique F. Le 
couple des points H et IF varie donc en involution sur F ; d’ailleurs, 
A est un point double de l’irivolution ; par suite, la somme 

I I 

--F- • ;- 

|x - a |x — a 


est conslanl(‘. 
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Le faisceau linéaire ponctuel de coniques qui contient F et F' 
contient au moins une conique réduite à deux droites, Tune ren¬ 
contrant F par exemple aux deux points M, et M2 cl la droite A au 
point nii, l’autre rencontrant F aux deux points M;, et M-, et la 
droite A au point m[. Soient ixi et les paramètres des points de 
contact B, et Bî des secondes tangentes menées de m, et de m\ à F. 
On a 


>.i — a Xi — a |X| — x À3 —X >.4. — a aj — a 

et par suite 

I ^ f ^ 1 ^ 1 _ 2 ^ 2. 

À, — 7 . Xi — x Xi X >4 . 7 ;i.i — 7 7 

Or, d’après le théorème de Desargues, les couples (jn, ni) et 
(mi, ni[) délinissent sur A une involution dont un point double 
•est A ; donc, d’après ce qui précèdt*, on a 


— 7 v-î — 7 a —- 7 \X — 7 

On a linalcmenl la condition nécessaire 



Montrons que celle condition est suflisante. Sup])osons en elVct 
que quatre points M,, Mo, M3, M- de F et deux points m et ni' de A 
soient tels tpie la relation précédente ail lieu. Il existe une inlinité 
de coniques reficontrant F aux points, distincts ou confondus, Mj, 
Mo, M;,, Mj.. Les coniques forment un faisceau linéaire ponctuel, et, 
parmi elles, il en existe une et une seule <pii passe par m. Si ni est 
le second point d’intersection de celle conique avec A, en désignant 
par |/ le paramètre du point B" de contact de la seconde tangente 
menée de m" à F, on a, d’après la proposition directe. 


Xi — 7 


T 

— 7 



A3 — a A4 — 7 



il 



d’où 
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c’est-à-dire (x', ce qui exige que m" coïncide avec m‘. La réci¬ 
proque est donc établie. 

Pour interpréter la condition trouvée, nous introduirons une 
notion nouvelle. D’une manière générale, nous appellerons pôle 
harmonique d'un point, de paramètre a, sur une courbe unicursalc, 
par rapport à un système de points Mi, Mo, .. . , M„ situés sur cette 
courbe, de paramètres a,, Xo, ..., /«, le point I’ de celte courbe dont 
le paramètre p est défini par l’égalité 



11 est necessaire de démontrer que la définition est indépendante de 
la représentation paraniéirique, supposée propre, de la courbe uni- 
cursale, c’est-à-dire que la relation précédente subsiste si l’on elVec- 
lue sur les paramètres À|, Xa, . .., X«, a et a une même transforma¬ 
tion bomograpliique. Or, comme on soit, une transformation 
liomograpbiquc quelconque est le produit de transformations 
prises parmi les transformations homograpbiqncs, dites élémen¬ 
taires, X' X -4- A , X' = AX , X' ^ * On voit immédiatement que 


la relation considérée ne change pas de forme quand on elfeclue 
chacune des deux premières transformations liomographiqucs élé¬ 
mentaires. Il reste à voir que c’est encore vrai quand on eirectuc la 

transformation X' — * • Or, en posant 


1 I 



J i I I 

p' a' XJ a' 


c’est-à-dire, en simplifiant, 



Mais on a 


I 



H- 


r 



/r. 


x;. —a' 




/î — a' 


-h 


I, 
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On voit bien ainsi .qu« la relation se réduit à 



Le raisonnement suppose que a et x' sont finis. Si a, par exemple, 
est infini, il convient de remplacer la relalion qui définit le pôle- 
harmonique par la relation 

/lix = —1~ ^2 " * ‘ H~ » 

comme on le reconnaît en faisant, dans ce qui précède, x' o. 

F^n particulier, si le système des points M se réduit à deux 
points, le pôle harmonique de A par rapport aux deux points M 
est le conjugué harmonique de A par rapport à ces deux points. 

La relation précédemment établie entre les points de rencontre 
de r et de A avec une conique variable conduit ainsi au ibéorème 
suivant : 

ÊUxni donneh une conique V et une droite A iaïujentea en i\, pour 
que quatre pointa Mi, M2, M3, jV^ de T et deux points m et ni' de A 
soient situés sur une meme connfue^ il faut et il sujjit que le pôle har¬ 
monique de A par rapport au système des points Mi, Mj, M3, M4 
soit eonjiujué harmonique de A par rapport aux points de contact avec 
r des secondes tanqentes menées à T par les points m et m'. 

Par dualité, appelons polaire harmonique d’une tangente à une 
courbe unicursale, de paramètre x, par rapport à un système de tan¬ 
gentes à celte courbe, de paramètres Àj, A2, • . ., , la tangente à la 

courbe dont le paramètre jx est défini jjar l égalité 



D’après cette définition, le point de contact de la polaire harmo¬ 
nique est le pôle harmonique du point de contact de la tangente 
de paramètre a par rapport au système des points de contact des 
tangentes de paramètres Xi, X >, • •. , À,. • 

Remarquons que la définition s’applique à renscmble des droites 
qui passent par un point. On a, en outre, dans ce cas, le théorème 
suivant, qui est immédiat: 

Soient n droites concourantes Di, , . .., D„, une droite A pas¬ 

sant par leur point de eoncaarSf et la polaire harmonique A' de A par 

rapport aux droites fDi, Di-,_, D„. Si on coupe ces droites oonjuou- 

raniespar une droUe>quekonqueL ne passant pas par leur point commun. 
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le pàirii d’’intersection avec A a pour pâle harmonique par rapport aux 
points intersection avec D|, D2, ..., le point d*intersection avec 

A'. 

Cela posé, on a, par dualité, le théorème suivant : 

h tant donnes une conique F et un point A de cette conique, pour 
que quatre tangentes T,, ï., T3, T* à V et deux droites t et t' menées 
par A soient tangentes à une meme conique, il faut et it suflit que le 
pôle harmonique de A par rapport aux points de contact de T,, T^, 
'l'a » T-, i^fdt conjugué harmonique de A par rapport aux points autres, 
que A d'intersection de F avec les droites t et l'. 


8 . Applications. — r" Homarquons que le pôle harmonique 
du [Joint à l’infini d’une droite par rapport à un système de points 
de celte droite est le centre des moyennes distances de ces points. 
Cela posé, supposons, dans le premier théorème général établi au 
paragraphe précédent, que les points m et m' soient les |X)ints 
cycIi(|U08 ; la conique T est alors une parabole id la conique variable, 
un cercle. Le conjugué harmonique du point à fintini de la para¬ 
bole [lar rapport aux points de contact des tangentes isotropes est, 
par raison de symétrie, le sommet de celle parabole. Donc, on* a le 
théorèmi' suivant : 

Pour que quatre points d'une parabole soient situés sur un même 
cercle, il faut et il sujjil que leur centre des moyennes distances soit 
situé sur l'are de la parabole. 

a" Supposons, dans le second théorème général établi au para¬ 
graphe précédent, que J’ soit une parabole et que A soit son point de 
contact avec la droite à ririüni. On obtient alors l’énoncé suivant ; 

Le centre des moyennes distances des points de contact avec une 
parabole des tangentes communes a celle parabole et à une conique de 
centre C est sur la parallèle à l'axe de la parabole menée par le 
point C. 

9 . La relation entre les six [joints de rencontre d’une conique 
variable avec une conique fixe F et avec une droite fixe A est illu¬ 
soire si la conique variable passe par un point commun à F et 
■à A. 

Nous nous bornerons au cas où la conique F et la droite A sont 
tangentes en un point A. Considérons une conique variable passant 
par A et y admettant une tangente fixe, autre que A. Elle ren- 
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contre r en trois points variables M,, , \ 1 ;, et A en un point 

variable m. Les quatre points M,, M,, M3 et m sont liés par une 
relation que nous nous proposons d’établir. 

Prenons d’abord une conique variable rencontrar»t A en un 
point m' inliniment voisin de A et en un antre point »>, rencontrant 
r en un point M-, infiniment voisin de A et en trois autres points 
Ml, M.2, M;i . Keprenant les notations anlériourenient définies, 
nous avons l’égalité 


•V ^ > ~T- , . - •- .- i- ■ . 

Aj — X J I — a A;. — ot / / ~ a «/, — a — x 

Soit M' le point de rencontre autre que M- de ia droite //j'M; avec 
r ; si >/ est son paramètre, on a 

' ! ‘ 

>.4 — a a' — X |j/ — X 

Par soustraction membre à membre des deux égalités [)récédi‘nl(‘s, 
on obtient 



A la limite, (|uand M-, et m' sont conrondus avec A, M' devient le 
point de rencontre, autre ([uo A, de la 
tangente en A à la cotiirpie variable avec 
la coni([UC T, et la relation précédente 
conserve un sens. 

En particulier, supposons rpie la droite 
A soit à rinlini ; la conicpie 1 ’ est alors 
une parabole, (loupons cctlc parabole 
par une hyperbole écjuilalère \ariable 
ayant comme asymptote Taxe de la 
parabole. M' est par suile le sommet de 
la parabole, et c’est aussi le point de contact de la tangente autre 
que la droite à l’inlini menée de m à la parabole. Donc, )/ - a et 

la relation devient 



Elle exprime que le pôle harmonique du point à l’inlini de la 
parabole par rapport au système des trois points de rencontre à 
distance finie de la parabole avec l’hyperbole coïncide avec le som- 
Michl'l, Géom. mod. 2 




l8 CONIQUES CONSIDÉRÉES COMME GOURRE8 UNICURSALES 

rnel de la parabole ; par suite, le centre de gravité du triangle ayant 
pour sommets ces trois points est sur l’axe de la parabole. 

Voici l’application qu’on peut Taire de ce résultat aux normales 
à la parabole. Cherchons d’abord le lieu d’un point M tel que la 

polaire d(* ce ]>oint par rapport à 
la parabole soit perpendiculaire à 
la droite qui joint le point M à 
un point donné P. Menons pour 
cela la parallèle à l’axe de la para¬ 
bole qui passe par M ; elle ren¬ 
contre la parabole en un point K, 
en lequel la tangente est paral¬ 
lèle à la polaire de M et par suite 
perpendiculaire à MP. Soient H 
la projection de K sur l’axe, N le 
point de rencontre* avec Taxe de 
la normale en K. (’omme on sait, 
IIN est égal au paramètre de la 
parabole. Menons par le sommet 
O de la parabole la parallèle à MP 
et à KN, rencontrant la droite MK 
en K' ; si IP est la projection de K' sur l’axe, les deux triangles 
K'IPO et KH N se déduisent l’un de rantre par translation ; 
comme ïl\ est éqnipollent à un vecteur fixe, il en est de même 

de lï'O, et ainsi le point fP est fixe, le lieu de K/ est une droite 
L perpendiculaire à l’axe de la parabole. D’après cela, la droite 
OK' et la droite MK sont les rayons homologues de deux faisceaux 
hornograpliiqm’S ayant pour sommets O et le point à l’infini sur 
l’axe de la parabole. Comme les droites OK' et PM se déduisent 
l’une de l’autre par translation, il y a correspondance hornogra- 
pliiquc entre ces deux droites et par suite entre les deux droites 
PM et MK. Le lieu du point M est donc une conique pas.sant par 
le point 1^ et par le point à l’infini sur l’axe de la parabole. Ce 
dernier point s’obtient dans la génération du lieu en supposant que 
la droite PM devienne parallèle à l’axe de la parabole ; alors, K vient 
en O, la droite MK coïncide avec l’axe de la parabole, et ainsi, on 
voit que l’axe de la parabole est asymptote à la conique trouvée. 
D’autre part, il est facile de reconnaître que le point à l’infini dans 
la direction perpendiculaire à l’axe de la parabole est un point du 
lieu ; le lieu est donc une hyperbole équilatèrc asymptote à l’axe de 
la parabole, dite hyperbole d'Apollonius relative au poinl P. 
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D’après cela, on a les théorèmes suivants : 

r’ Pour que les normales à la parabole^en trois points fie la para¬ 
bole soient concourantes^ il faut et il suffit que le centre de qracilc du 
triangle ayant pour sommets ces trois points soit sur Vaxe de la para¬ 
bole. 

2" Pour que les normales à la parabole en trois points tte cette para¬ 
bole soient concourantes, il faut et il suffît que le cercle circonscrit au 
triangle qui a pour sommets ces trois points passe par le sommet de la 
parabole. 
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TRIANGLES CONJUGUÉS, 

TRIANGLES INSCRITS ET TRIANGLES CIRCONSCRITS 
AUX CONIQUES 


1 . On dit qu'un triangle est conjugué par rapport à une conique 
si la polaire de chacun de ses soninicls coïncide avec le coté opposé et 
si, ])ar le lait même, le p«Me de chacun de ses côtés coïncide avec le 
sommet opposé. Deux quelconques des sommets sont conjugué» 
par rapport à la conique, et il en est de même de deux quelcon¬ 
ques des côtés. 

'riiéorôme. — Les: six sonmels de deux triangles conjugués par 
rapporta une conique sont situés sur une même conique (*). 

Soient deux triangles ABC et conjugués par rapport à 

une conique V. Les coniques qui passent par les quatre points A, 
It, C, A' l'orment un faisceau linéaire ponctuel, et, d’après le théo¬ 
rème de Desargues, clics rencontrent la droite B'tV en des couple» 
de points qui font partie d’une même involution. Kn particulier, 
la conique formée par les deux droites A/B et AC et la conique 
formée par les deux droites A'C et AB rencontrent B'C' en deux 
couples de points M, N et M', N' qui appartiennent à cette involution. 
Or, les points M et \ sont conjugués par rapport à T, ainsi que 
les points M' et N'. Par suite, l’involution précédente a deux 
couples communs avec Tinvolution formée par les couples de points 
situés sur B'CV et conjugués par rapport à P ; clic coïncide donc 
avec cette involution et contient ainsi le couple des points B' et C' ; 
autrement dit, il existe une conique passant par A, B, C, A' et 
passant par B' et C'. Le théorème est démontré. 

Remarquons qu’il peut arriver que la conique passant par le» 

P) Ciî théorème est dû à Poncelet. 
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isix sommets des deux triangles soit formée de doux droites ; ces 
deux droites sont alors conjuguées par rapport h 1' 

Théorème corrélatif. — Par application du principe de dua¬ 
lité, ou par transforrnalion par polaires réciproques par rapport à 
la conique T, on obtient le théorème suivant : 

Leu siæ cotes de deux triangles conjugués par rapport à une corwfue 
sont tangents à une rnénie e.onigiie. 

Remarquons que la conique tangente aux six côtés des ilcux 
triangles f>eut être formée de deux points ; les deux points sont 
alors conjugués par rapport à l\ 

Théorème. — Etant données deux coniques I' et 1', s'il existe 
un triangle à ta fois inscrit à |'' et eonjmjué par rapport à 1’, il en 
existe une infinité, de façon (pion pu'sse prendre pour un des sommets 
d'un tel triangle un point arbitraire de I''. 

Soit en ellél X\M\ le triangle à la fois inscrit à V et conjugué 
par rapport à V. X' étant un point arbitrairement choisi sur T', la 
polaire de X' par rapport à T rencontre V en deux points IV et G', 
qui, d’après la démonstration même du théorème do Poncelet, sont 
conjugués par rapport à V. Le triangle A'IVCV est à la fois inscrit 
à r' et conjugué par rapporta F. 

La conicpie F' est alors dite harmoniquement circ.iuiscrite à la co¬ 
nique F. 

Par dualité, étant données deux coniques F et F', s'il existe un 
triangle à la fois circonscrit à F' et conju pié par rapport à F, il en 
existe une injinité, de façon qu'on puisse prewlre pour un des côtés 
d'un tel triangle une tangente arbitraire à F'. 

La conique F' est alors dite harmonupieinent inscrite à la co¬ 
nique F. 

2 . Applications. i* Soit une hyperboh' équilatèrc de 
centre O. Le triangle qui a pour sommets le point O et les points 
cycliques 1 et J est conjugué par rapport à FliYperbole. ARC étant 
un triangle conjugué par rapport à l’hyperbole, les six points A, 
R, G, 0 , ï, J sc^nl situés sur une même conique. Autrement dit. 

Le cercle circonscrit à un triangle conjugué par rapport a une 
hyperbole éqiiilalère passe par le centre de celte hyperbole. 
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On a aussi les théorèmes suivants : 

Si un cercle passe par le centre d*iine hyperbole êqnilatère^ il existe 
une infinité de triangles à la fois inscrits an cercle et conjugués par 
rapport à Chyperbole. 

. Le lieu des centres des hyperboles èfiuilalèrcs qui admettent un triangle 
donne comme triangle conjugué est le cercle circonscrit à ce triangle. 

9/* Soient une hyperbole équilalcre 11 et un cercle G ayant son 
centre <o sur riiyporhole. Le triangle (|ui a potir sommets le centre 
O) (lu cercle et les points à l’inlini de rhyperhole est à la (ois inscrit 
il riivperbole et conjugué par rapport an cercle. Donc, si une 
hyperbole équilalére passe par le centre d'un cercle, elle est harmoni¬ 
quement circonscrite à ce cercle. 

Montrons (]uc, réciproquement, si une hyperbole équilatère est 
harmoniquement circonscrite à un cercle, elle passe par le centre du 
cercle. En elfet, un point à l’infini de l’hyperhole ('si un sommet 
d’un triangh' à la lois inscrit à l’hyperbole et {conjugué par rapport 
au ceide. Le coté du triangle oppose* à ce sommet est perpendicu¬ 
laire à la direction des droites qui passent par ce point à l’infini ; 
il passe donc par l’autre point à l’infini, qui est ainsi un second 
sommet du triangle. Le troisième sommet est nécessairement le 
centre du cercle; le ('entre du cercle est donc situé sur l’hyperbole; 
la ivciprocpie (\st démontrée. 

3' Etant donnés un triangle ABC et deux points (o, (o', il existe 
une conique et en géüiéral une seule 
passant par les points (o, lo' (^t admet¬ 
tant le triangle ABC comme triangle 
conjugué. En ellet, il existe un qua- 
dranglc admettant le point (o pour 
un de ses sommets et tel (jue les 
points de rencontre de ses cotés oppo¬ 
sés soient les points A, B, C. Ce 
quadrangle admet pour C(3tés les 
droites toA, odl, (dC, puis, respecti¬ 
vement opposées à ces droites, la 
droite lï^C' conjuguée harmonique 
de o)A par rapport à AB et AC, la droite C'A' conjuguée harmoni¬ 
que de par rapport à BG et BA, la droite A'B' conjuguée 
harmonique de mC par rapport à C\ et CB. Pour qu’une conique 
passe |)ar (o et admette le triangle ABC comme triangle conjugué, 
il faut et il suffit qu’elle passe par h's quatre fX)ints w, A', B', 
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C'. On voit ainsi qu’il existe une conique et en général une seule 
passant par w, (o' et admettant le triangle ABC comme triangle 
conjugué ; c’est la conique qui passe par les cinq points («, o/, 
A', B', G'. 

En particulier, en supposant que les points w etw' sont les points 
cycliques, on voit qu’il existe un cercle V et un seul admettant un 
triangle ABC comme triangle conjugué. La polaire d’un point par 
rapport à un cercle étant perpendiculaire au diamètre qui passe par 
ce point, le centre du cercle V n’est aulixî que le point de concours H 
des hauteurs (orthoccnlre) du triangle ABC. Si a, H, v sont le.s 
points de rencotitre des côtés BG, CA, AB du triangle respectivement 
avec les hauteurs AU, BH, CU, on a 


I I A . ïü : UB . lie . Hy P S 

P étant le rayon du cercle T. En supposant le triangle ABC réel, 
pour que le cercle V soit réel, il faut et il sulTitque le triangle soit 
obtusangle. 

Soit alors une hyperbole équilatère circonscrite au triangh* ABC; 
elle est harmonicpiement circonscrite au cercle V ; elle passe donc 
par le centre de ce cercle. Autrement dit, s/’ luie hyperbole équilatère 
est cire.onucrile à uu truuujle^ elle passe nécessairement par Vorlhoeenlre 
de ce trianqle. 

Béciproquement, soit une conique circonscrite à un triangle A BC 
et passant par le point U de concours des hauteurs ; montrons que 
c’est une hY[)erholc é((ullalère. En elîet, cette conique est harmo¬ 
niquement circonscrite au cercle T, de centre U, qui admet le 
triangle AlîG comme triangle conjugué. 11 existe un triangle inscrit 
à la conique ayant pour sommet le point 11 et conjugué par rapport 
au cercle W Les deux autres sommets de ce triangle sont les points 
à l’iniini de la conicpie ; ces points, étant conjugués par rapport a \\ 
sont à rinfini dans deux directions rectangulaires; la conique con¬ 
sidérée est donc une hyperbole équilatère. 

4" Soit une hyperbole équilatère de centre O. Le triangle qui a 
pour sommets le point O et les points cycliques 1 cl J est conjugué 
par rapport à l’hyperbole. ABC étant un triangle conjugué par 
rapport à l’hyperbole, les trois côtés de ce triangle, les droites 01 
et OJ et la droite h l’inlini sont six tangentes aune même conique. 
Autrement dit, 

La conique qui admet comme foyer le centre d^une hyperhole équi- 
lalère et qui est inscrite n un triangle conjugué par rapport à cette 
hyperbole est une parabole. 
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5” Soit une parabole. Les points à l’infini dans deii\ directions 
rectangulaires variables se correspondent involuiiverncnl sur la 
droite à l’infini ; les points doubles de l’involution sont les points 
cycliques. Conirne la droite à riniini est tangente à la parabole, en 
vertu du tliéorème corrélatif du ihéorènie de Frégier, le lieu du 
point de reneonln' de deux tangentes rectangulaires variables à la 
parabole est une droite D qui passe par les points de contact des 
tangentes isotropes à la paraliole ; cette droite est la polaire du foyer 
de la parabole par rapport à la parabole; autrement dit, c’est la 
directrice de la [)arabole. 

Gela posé, considérons les paraboles qui sont inscrites à un 
triangle ABC. Filles sont tangentes à quatre droites fixes, les côtés 
d»i triangle AB(] et la droite à riniini; elles forment donc un 
faisceau linéaire tangentiel, et les couples de tangentes menées d’un 
point donné à ces paraboles font partie d’une même involution. 
Supposons que le point donné soit le point II de rencontre des 
hauteurs du triangle AB(b L’involution contient alors trois couples 
de droites rectangulaires, cbacun de ces couples étant formé des 
droites qui joignent H à un sommet du triangle et au point à 
l’infini sur le côté opposé. Il s’ensuit que tous les couplc.sde l’invo- 
lulion sont formés de droites rectangulaires ; autrement dit, 

Si un trian(j!c est cireoiwrif à une parnhnlr, le poinf de renrontre 
des hauteurs du trianrjle est situé sur la directrice de la parabole. 

11 en résulte (jue 

Si une parabole est harmoniquement in.scrite à un cercle, sa directrice 
passe par le centre du cercle. 

Pour établir ce théorème, on peut encore laisonner comme 
il suit. 

Soient une parabole et un triangle ABC qui lui est circonscrit. 
Considérons le cercle qui admet le triangle ABC comme triangle 
conjugué ; il a pour centre le point II de concours des hauteurs du 
triangle. La parrbole étant liarmoniquement inscrite au cercle, il 
existe un triangle circonscrit à la parabole et conjugué par rapport 
au cercle, dont un côté est la droite à riniini, qui est une tangente 
à la parabole. Le sommet de ce triangle qui est opposé à la droite 
à l’infini coïncide avec 11 ; les deux côtés qui passent par II sont 
deux diamètres rectangulaires du cercle; or, ce sont aussi les 
tangentes h la parabole qui passent par 11. On voit ainsi que U .est 
situé sur la directrice de la parabole. 

Montrons maintenant que, réciproquement, 
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donnés une parabole et un ecrcle, si la direclrice de la para¬ 
bole passe par le centre du cercle, la parabole est karmoiwjiiemenl 
inscrite an cercle. 

En clîot, les langenles à la parabole qui |)assent par le centre du 
cercle sont rectangulaires ; elles forinenl donc avec la droiteà l’inlini 
un triangle qui est à la fois circonscrit à la parabole et conjugué par 
rapport au cercle, ce qui démontre le théorème. 

3. Thl'îorèllie. — Etant donnés deu.r IrlaiKjles inscrits à une 
conique, il existe une conique adnietiant ces deux Irianfjlcs comme 
trianijles conjugués. 

Soient en ell'et doux lilangles AUC et A'U'E' inscrits h une 
même conicjue T'. fiCs conitjues qui j)assent par les (pialre point.s 
A, 11, C, \^ parmi les(juelles se trouve la conique V, forment un 
faisceau linéaire ponctuel, et, d’après le théorème de Desargues, 
elles rencontrent la droite B'G'cn des couples de points qui font par¬ 
tie d’une même involution. Parmi ces couples de points se trouvent 
le couple des points 15' et G', le couple des points d'intersection x et 
a' do IVG' respectivement avec les droites A'A et BG., h' couple des 



points d’iiilersection [5 et [5' de B'C' respectivement avec les flroites 
A'B et GA, le couple des points d’intersection v et di* B'tV respec¬ 
tivement avec les droites A'G et AB. S’il existe une conique admet¬ 
tant les deux triangles ABG et A'B'(y comme, triangles conjugués, 
chacun des couples de points (a, a'), ([i, [i'), (y, y') formé 
de points conjugués par rapport à cette conique, qui doit donc 
passer par les points doubles P et Q de l’involution précédente et 
être tangente en P et Q aux droites A'P et A'(^). En outre, cette 
conique doit passer par le conjugué harmonique P'du point P par 
rapport au point A et au point d’intersection K. delà droite AP avec 
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la droite BC. Or, il existe elîectivement une conique T qui est 
tangente en P et Q aux deux droites A'P et A'Q et qui passe 
par P'. Cotte conique T admet le triangle A'B'C' comme triangle 
conjugué. Pour démontrer le théorème, il sullit d’établir que le 
triangle ABC est conjugué par rapport à \\ Or, la polaire de a' par 
rapport à F passe par A' et par a, elle passe donc par A ; par suite, 
la polaire de A par rapport à F passe par et' ; comme elle passe 
aussi par K, c’est la droite BG. Ensuite, la polaire de par rapport 
h F est la droite A'p qui passe par B; donc la polaire de B, qui 
passe par A, passe aussi par et coïncide ainsi avec AC ; de mémo, 
la polaire de C est la droite AB. Le triangle ABC est bien conjugué 
par rapport à F. 

TliéoWune corrélatif. Par ap])lication du pi-incipe de 
dualité, on a le théorème suivant : 

Étant donnes deux triangles circonscrits à une conique^ il existe une 
conique admettant les deux triangles comme triangles amjugués. 

Théorèiîio. Les triangles inscrits à une conique F' cl conjugués 
par rapporta une conique F sont circonscrits à une conique V", polaire 
réciproque de V' par rapport à F. 

En ed'et, dans la transformation par polaires réciproques par 
rapport à F, les sommets d’un triangle conjugué par rapport à F 
SC transforment en les côtés de ce triangle. Si donc un triangle 
conjugué par rapport à F est inscrit à une coni([ue F’, il est 
aussi ciiconscril à une conique F", polaire réciproipie de F' par 
rapport à 1^. 

Tliéorèine irorrélatif. — Les triangles circonscrits à une 
conique F" ét conjugués par rapport à une conique F sont inscrits a une 
conique F', polaire réciproque de F" par rapport à F. 

11 sullit d’appliquer le principe de dualité à la démonstration du 
théorème précédent. 

Des théorèmes qui viennent d’être établis, il résulte les 
théorèmes suivants : 

i» Si deux triangles sont inscrits à une même conique, ils sont aussi 
circonscrits à une même conique. 

En cilet, si deux triangles sont inscrits à une même conique, il 
existe une conique par rapport à laquelle ils sont^conjugués ; par 
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suite, d’après le théorème corrélatif du théorème de Poncelet, ils' 
sont circonscrits à une même conique. 

' 2 ^ Si deux triangles sont circonscrits à une même conique^ Us sont 
aussi inscrits à une même conique. 

En effet, si deux triangles sont circonscrits à une môme 
conique, il existe une conique par rapport à laquelle ils sont con¬ 
jugués; par suite, d’après le théorème de Poncelet, ils sont inscrits 
à une même conique. 

Théorème. — hJtant données deux coniques l’i et *•’</ existe 
un triangle à la Jais inscrit à l’i et circonscrit à J'. 2 , il en existe une 
infinité, de façon qu'on puisse prendre pour un des sommets d'un tel 
triangle un point arlnlraire de l'i et de façon qu'on puisse prendre pour 
un des cotés d'un tel triangle une tangente arbitraire à l’g. 

En elîet, soit ABC le triangle à la fois inscrit à l\ et circonscrit 
à !%• A' étant un point arbitrairement choisi sur l'i, menons de A' 
les tangentes à 1^ ; soient IV et (V les points d'intersection autres 
que A' de ces deux droites et de 1^. Les deux triangles ABC et 
AMVG', étant inscrits à l’i, sont circonscrits à une même conique, 
laquelle coïncide avec la conique r^, comme ayant cinq tangentes 
communes avec elle. 

De même, soient IV et (V les ])oints d’intersection avec l'i d’une 
tangente à prise arbilraircmenl. De IV et de C' menons les tan¬ 
gentes à l'a autres que IV(V ; soit A' le poini de rencontre de ces 
deux droites. Les deux triangle.s \B(4 et A'IVC', étant circonscrits 
à l’o, sont inscrits à une même conique, laquelle coïncide avec l'i, 
comme ayant cinq points communs avec elle. 

Théorc'mc. — Les triangles inscrits à une conique T' et circon¬ 
scrits à une conique sont conjugués par rapport à une conique V. 

Soient en elTet deux triangles ABC et A'B'G' inscrits à F' et 
circonscrits à 1'". 11 existe une conique F qui admet ces deux 
triangles comme triangles conjugués. La polaire réciproque de F' 
par rapport à F est inscrite aux deux triangles considérés et coïncide 
par suite avec la conique F", comme ayant six tangentes communes 
avec elle. H s’ensuit que les triangles inscrits à F' et conjugués par 
rapport à F sont circonscrits à F", d’où résulte immédiatement que 
les triangles inscrits à F' et circonscrits à F" sont conjugués par 
rapport à F. 

5. Application. — Soit une parabole. Le triangle qui a pour 
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sommets le foyer F de cette parabole et les deux points cycliques 
est circonscrit à la parabole. 11 en résulte que les trois sommets d*un 
triangle circonscrit à la parabole, le point F et les points cycliques 
sont situés sur une même conique ; autrement dit, 

Le cercle circonscrit n un triangle circonscrit à une parabole passe 
par le fo yer de celte parabole y 

ou encore 

Le lieu des foyers des paraboles inscrites à un Iriancfle est le cercle 
circonscrit à ce triangle. 

On a aussi l’énoncé suivant : 

Si un cercle passe par le foyer d'une paraboley il e.risic une infinité 
de triangles inscrits au cercle et circonscrits a la parabole. 

6. TIk*oi*ôhio. — Sf une conique T' est harmoniquement circon¬ 
scrite à une conique T, la conique T est harmoniquement inscrite à la, 
conique T'. 

Kn cllet, soit AI3('- un triangle inscrit à V l't conjugué par 
ra])port à F. 

Prenons une tangente quelconque à T, rencontrant F' en a et fi. 



Il s’agit de montrer qu’il existe un triangle admettant cette droite 
comme côté, h la fois circonscrit à F et conjugué par rapport à F'. 
Cela revient à montrer que si O est le point de rencontre des 
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tangentes en a et fi à T', les deux tangentes à I' qui passent par O 
sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites OactOp. 

Or, la conique V qui est tangente à la droite a[:i est tangente à 
trois autres droites formant avec ap un quadrilatère complet qui 
admet comme diagonales les eûtes du triangle AB(j. Trois des 
sommets de ce quadrilatère complet sont les points d’intersection 
M, N, P de la droite ap respectivement avec les cotés CA, AB 
du triangle AB(Î; soient M', N', P' les sommets du quadrilatère 
complet respectivement opposés à M, P. Les doux points M et \P 
sont conjugués harmoniques par rapport aux points B et C ; ils 
sont donc conjugués par rapport à I L II s’ensuit que la droite OM' 
est la polaire de M par rapport h I’' et qu’elle est ainsi (“onjuguée 
harmonique de OVI par rapport aux deux droites Ox et Op. De 
même, ON' est conjuguée harmonique de ON, OP' est eonjugtiée 
harmonique de OP par rapport aux droites Ox l't Op. Mais, en 
vertu du théorème de Desargues relatif aux faisceaux linéaires 
tangentiels de coniques, le couple des tangentes à T qui passent 
])ar O fait partie d’une involutiou (pii contient les coupU's de 
droites (OM, OM'), (ON, ON'), (OP, OP'), (ùe qui précède 
montre que Ox et Op sont les droites doubles de cette involutiou, 
et ainsi il est bien établi que les deux tangentes à V qui ])assent 
par O sont conjuguées harmoniques par rapport aux droiles Ox 
et Op. 

Tlidorèliie corrélatif. Si une conujne V eut knrnwnuiuement 
insrriie à une conviue T', la Cimujiie P' est hartnonuiuenietif eirconserite 
à la ecmijue P. 

La (témonstralion de ce théorème se déduit de la préi'édente par 
application du principe de dualité. 

7. Applications. — 1 " Nous avons vu que jKiur (ju’une hyper¬ 
bole équilatère soit harmoniquement circonscrite à un cercle, il 
faut et il sulïit qu'elle passe par le centre du cercle. On en déduit, 
par application de ce qui précède, que 

La eondition nécessaire et suIJisanle pour quun cercle soit harmo¬ 
niquement inscrit à une hyperbole équilatère est que le centre de ce 
cercle soit situé sur Cliyperbole équilatère. 

11 ea résulte le théorème suivant : 

Les hyperboles équilalères qui admellenl un Irianqle donné comme 
trianqle conjugué passent par les quatre points de concours des bissec¬ 
trices de ce triangle. 
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Ces hyperboles équilatcres forment un faisceau linéaire ponctuel 
(le coniques, dont le triangle conjugué commun est le triangle 
donné. 

2 ^ Nous avons vu que pour qu’un cercle soit harmoniquement, 
circonscrit à une hyperbole (iquilatère, il faut et il sulïit que le 
cercle passe par le centre de l’hyperbole équilatère. On en déduit 
que 

La rondition nécessaire et suffisante pour (juane hyperbole équilatère 
soit harmoniquement inscrite a un cercle est que son centre soit situé sur 
le cercle. 

11 en résulte le théorème suivant : 

Le lieu des centres des hyperboles éqnilatères inscrites à un trianqle 
est le cercle qui admet ce triangle comme triangle conjugué. 

3® Kinün, nous avons vu (|ue pour qu’une parabole soit harrnoni- 
([uement inscrite à un cercle, il faut et il sullit qm^ la directrice de 
la parabole passe par le centre du cercle. On en (h^duit que 

La condition nécessaire et suffisante pour qtiun cercle soit harnioni- 
qaeinent circonscrit à une parabole est que son centre soit situé sur la 
directrice de la parabole. 

Le centre du cercle circonscrit à un triangle conjugué par rapport 
à une parabole est situé sur la directrice de la parabole. 

8. TliéoiNMiiu. - Parmi les coniques d\in faisceau linéaire ponc¬ 
tue^ il en existe une et, en général, une seule qui est harmoniquement 
rireonscrite à une conique donnée L. S’il existe deux coniques du fais-- 
ceau karmonujuemcnl circonscrites à T, toute conique du faisceau est 
harmoniquement circonscrite à T. 

En (dïel, soit A un point commun aux coniques du faisceau 
linéaire ponctuel donné. La polaire A de A |)ar rapport à E ren¬ 
contre les coniques du faisceau en des couples de points qui forment 
une involiition. D’autre part, il (existe .sur A une irilinitéde couples 
de points conjugués par rapport à I’, (jui forment aussi une invo- 
lulion. Pour qu’une conique du faisceau linéaire soit liarmonique- 
rnciU circonscrite à E, il faut et il sullit qu’elle rencontre A en deux 
points formant un couple commun à ces deux involutions. Or, 
ces deux involutions ont, (;n général, un couple commun et un seul ; 
d’autre part, si elles ont deux couples communs, elles coïncident. 
D’où le théorème. 
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Parmi les coniques du faisceau, il en existe en général trois qui 
sont formées de deux droites. Or, pour qu’une conique formée de 
deux droites soit harmoniquement circonscrite à T, il faut et il 
suffit que les deux droites soient conjuguées par rapport à f. On 
voit ainsi que 

Si deux couples de cotés opposés d'an cpiadrangle sont formés de 
droites conjuguées par rapport à une conigne 1', il en est de même du 
troisième couple de cotés opposés. 

Tliéorôiiie corrélatif. — Par apjiiicalion du principe de 
dualité, on a le théorème suivant: 

Parmi les coniques d'an faisceau linéaire tangentiel, il en existe une 
e.ty en général, une seule qui est harmoniquement inscrite à une conique 
donnée W S'il existe deux coniques du faisceau harmoniquement 
inscrites à T, toute conique du faisceau est harmoniquement inscrite 
à I’. 

En particulier, 

Si deux couples de sommets opposés d'un quadrilatère complet sont 
formés de points conjugués par rapport à une conique I', il en est de 
même du troisième couple de sommets opposés. 

9. Applications. — i" Soient deux cercles G et G' harmoni¬ 
quement circonscrits à une conique f de centre O. Ges deux cercles 
délinissent un faisceau linéaire ponctuel de coniques, qui contieni 
la conique formée de la droite à fintini et de l’axe radical A des 
deux cercles. Ges deux droites sont, d’après ce qui précède, conju¬ 
guées par rapport à T ; autrement dit, A passe par le centre O de T. 
Oïl voit ainsi que le point O a même pnis.sancc par rapport à deux 
cercles quelconques harmoniquement circonscrits à f. Les cercles 
harmoniquement circonscrits à V sont donc orthogonaux à un cercle 
tixe (0 concentrique à ]’. 

Kéciproquement, si un cercle (i| est ortliogonal au cercle w, il est 
harmoniquement circonscrit à I\ En elTet, l’axe radical des cercles 
G et Gi passe par 0 ; il forme par suite avec la droite à l’infini une 
conique harmoniquement circonscrite à T. Le cercle G étant harino- 
niquement circonscrit h 1', le cercle Ci qui fait partie d’un faisceau 
linéaire ponctuel de coniques conlcnant deux coniques harmonique¬ 
ment circonscrites à V est lui-même harmoniquement circonscrit 
à 

D’autre part, pour qu’un cercle de rayon nul soit liarmonique- 
iiicnt circonscrit à f, il faut et il suffit que les deux droites isotrope.s 
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qui le constituent soient conjuguées harmoniques par rapport aux 
tangenlps à V qui passent par leur point (rinterscctioii ; autrement 
dit, il i'aul et il sulül que les tangentes à T soient reclangulaires. 
Or, le cercle étant orthogonal à to, son centre est situé sur le cercle 
0 ). On a ainsi lé théorème suivant, du à Fauie: 

Pour (luiin nerrle soit linnnoniquemenl circonscrit à une conique à 
centre, il faut el U suflil qu*il soit orthogonal à un cercle fixe concen¬ 
trique à la conique, quon peut définir comme étant le lieu des points 
de rencontre de deux tangentes rectangulaires a cette conique. 

Ce cercle est dit cercle orthoptiqae de la conique. 

Parmi les points de ce cercle se trouvent en particulier lès som¬ 
mets du rectangle qui a pour côtés les tangentes aux sommets do la 
conique. 11 en résulte immédiatement que le carré du rayon du 
cercle oi thoptique de la conique V est égal à la somme des carrés des 
demi-longueurs des axes de cette conique. 

En particulier, quand la conique V est une hyperbole équilatère, 
le cercle orthoplicjue est de raxon nul ; il s’ensuit (jue pour (ju’un 
cercle soit liarmoni(|uement circonscrit à une hyperbole équilatère, 
il faut et il sulïit qu’il passe par le centre de cette hyperbole. Nous 
retrouvons ainsi iiii résultat déjà démontré. 

D’aulre part, rappelons que, pour ((u’un cercle .soit harmoni¬ 
quement circonscrit à tine parabob*, il faut et il sulïit tpie son centre 
soit situé sur la directrice. On peut encore dire qu'il faut et qu’il 
sulïit (ju’il soit oiihogonal à la directrice, laquelle est le lieu des 
points de rencontre de deux tangentes rectangulair(‘s à la parabole. 
Ea directrice d’une parabole est aussi dite droite orthuptique de la 
parabole. 

y" (iela posé, du théorème de Faure, on peut déduire par appli¬ 
cation d’un théorème précédent (ij (ï) le théorème suivant : 

Pour quune coniffue soit harmoniquemenl inscrite à un cercle, il 
faut cl il suffit que son cercle (ou droite') orlhoptique soit orthogonal 
au cercle. 

On a immédiatement les énoncés (jui suivent ; 

Le cercle (ou droite) orlhoptique dUine conique inscrite à un triangle 
est orthogonal au cercle qui admet ce triangle eemme triangle con¬ 
jugué. 

Le lieu des centres des coniques qui sont inscrites à un triangle et 
qui sont telles que la somme des carrés des longueurs de leurs axes 
soit constante est un cercle qui a pour centre le point de concours des 
hauteurs du triangle. 
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10 . Soit une conique harmoniquement clrconscrile à une 
conique F. Proposons-nous cl’étabFir les relations qui existent entre 
les sommets des triangles tels que MNP qui sont inscrits à F' et con¬ 
jugués par rapport à F. 

Désignons par ABC une position particulière du triangle variable 
MNP. La droite AB rencontre I' en 
deux ])oints m et n conjugués har¬ 
moniques par rapport aux points 
A et B. Les coni<|ue 8 qui passent 
par les quatre points M, N, P, G 
sont harrnoni({uctncnt circonscrites 
à la coni(pie F et rencontrent par 
suite la droite AB en des couples 
de points conjugués harmoniques 
par rapport aux points m et n. 
Parmi ces coniques, il en existe une qui est tangente en m à la 
droite AB. 

Appliquons à cette conique la relation qui existe entre les six points 
de rencontre d’une conique variable avec une conique et une droite 
llxes so rencontrant en deux points distincts ( 1 , ^ 4 ). i?oit y le 
point où la tangente en (i à F' rencontre AB. Désignons par Uj, 
R 2 , I\;i les rapports anharmonujues sur F/ des points (A, B, M, C), 
(A, B, N, C), (A, B, 1*, G) et par r le rapport anharmoniquo sur AB 
des points A, B, ni,*;. On a, quand le triangle MNP varie, 

~ = const. 

C’est une première relation entre les trois sommets du triangle 
variable MNP. On obtient une seconde relati(.)u eu cotisidérant, au 
lieu du coté AB, l’un des deux autres côtés du triangle ABtl. 11 
ne peut y avoir d’ailleurs plus de deux relations dislinclcs. 

Gela posé, représentons un point variable de F' par un paramètre 
représentant linéairement autour d’un point li.\e O de F' la droite 
qui joint le point 0 au point variable considéré. Soient a, h, c les 
paramètres des |)oints M, N, P cl Ài, X^, X 3 ceux des points A, B, G. 
Les relations précédentes deviennent 

( g- X .)(ù -X.)(c X.) _ Ç«, 3 J^ 2 )(^:-:iX 2 )(e_-- X^) 

a fi 

(^—X3)(/>-),, ) (e — X.O 
ï 

a, p, Y étant trois nombres non simultanément nuis qui restent 
constants quand, le triangle MNP variant, le triangle ABC est fixe. 
Michel, Géorn, mod. 3 
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Si donc a', b' y c' sont les paramètres des soinmeis d’un autre triangle 
M'N'P ' inscrit à T' et conjugué par rapport à l\ on a les éga¬ 
lités 

~10X^ I TlAÜL ^ (a - • '^iX b — X.2)(c — 

(a' - X0(^' - >i)(c' - > 1 ) («' - X.2)(fc' - À,) 

_ (a — >3)(c - — À») 

(a'-X3)(//- À;0(c'./a)’ 

Si nous posons 

ÿ(5,) = (X - a)(X - t)(X -/<X) = (X - <,')(>. - ''')(À - »'). 

CCS égalités deviennent 

30m) _ 3(Xs) ^ 3(X;,) 

/.(X,) /.(Xe) /<X») 

11 en résulte que Ai, 'a 2 ,X:{ sont les racines d'une équation du troi¬ 
sième degré de la ronne 

ÿ(x.) — pA(X) = O, 

ÿ(X) et /i(A) étant des polynômes dont les coelücicnts sont déter¬ 
minés quand on donne les deux triangles M.M* et M'N'P', p étant 
variable en même temps que le triangle AlKX 

Or, le triangle APC est une position quelconque du triangle MNP. 
Donc, 

VnqiuiUon aux paramètres des sommets d'un Iriatujle inscrit (t une 
conique P' qui varie en restant conjugué par rapport à. une conique 
fixe r, c'est-à-dire en restant circonscrit à une conuiue fixe P", est 
de la forme 

!/(X) - f/.(X) = O, 

P étant un nombre variable. 

Ce lluk)rème admet tin théorème corrélatil’ concernant les para¬ 
mètres de trois tangentes variables à une coni(]ue P" formant un 
triangle qui re.ste conjugué par rapport à une conique fixe P, c’est- 
à-dire inscrit à une coniijue lixe P'. 

il. Appliciitions. — i® Voici une application de la relation 
= const. 

établie au paragraphe précédent. 
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Reprenant les mêmes notations, supposons que les points A et B 
soient les points cycliques. Alors, la conique 1’' est un cercle et la 
conique T" est une parabole ayant son foyer en C. On a le théo¬ 
rème suivant ; 

On considère les triangles circonscrits à une parabole et inscrits à un 
cercle passant par le foyer de la parabole. La somme des angles que 
font avec une direction fixe les droites gai joignent le foyer de la para¬ 
bole aux sommets d'un tel triangle est constante. 

En même temps, laconique I’ par rapport ii laquelle les triangles 
précédents sont conjugués est une hyperbole équilatère qui a pour 
centre le foyer de la parabole. On a ainsi le théorème suivant : 

On considère les triangles conjugués par rapport à une hyperbole 
équilatère et inscrits à un cercle passant par le centre de riiyperbole. La 
somme des angles que font avec une direction fixe les droites qui 
joignent le centre de l'hyperbole aux .sommets d'un tel triangle est con¬ 
stante. 

2 " Les points m et n où la conique T rencontre la droite AB sont 
conjugués harmoniques par rapport aux points A et B. L(‘ rap¬ 
port anharmonique des points A, B, /<, y sur la droite AB est 
donc égal à — r. Gela posé, considérons la conique qui passe par 
les cinq points ]M,N,P, m,/i. Elle rencontre la coni([ue T' en un 
quatrième point (^), Je dis que ce point est fixe (|uand le triangle 
HilNP varie. En eü’ct, posons 

R = (ABQC). 

Par application de la relation entre les six points de rencontre 
d’une conique variable avec la conique E' et avec la droite AB, 
on a 

RR,R,R3-^ — 

Or, on a 

R,R,R3=.rM 

donc on a R == — i. Par suite, le point Q est le conjugué harmo¬ 
nique, sur r', du point G par rapport aux points A et B. 

En particulier, supposons que m et n soient les points cycliques. 
On a alors le théorème suivant : 

Étant donnés une hyperbole équilatère et an cercle ayant son centre 
0 sur Vhyperbole, il e.risle une infinité de triangles inscrits à Vhyper- 
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hole et conjugués par rapport au cercle. Le cercle circonscrit à un tel 
triangle passe par un point fixe^ (jui est le point de riiyperhole équila- 
tcre diamétralement opposé au point O. 

En oulro, lo cercle variable, étant, d’après le théorème de Faure, 
orthogonal au cercle orthoptique du cercle donné, passe par un 
second point fixe situé sur le diamètre de riiyperbole qui passe 
par O. l*ar suite, 

Le centre du cercle circonscrit au triangle variable décrit une droite 
perpendiculaire au diamètre de l'hyperbole éqiiilatcrc qui passe par le 
point O. 

12 . Le raisonnement précédent suppose que la droite AB ren¬ 
contre la conique T en deux points distincts. Etudions le cas où les 
points y\ et H sont confondus. 

Parmi les triangles inscrits à une conique F' et conjugués par 
rapport à une conique P, il en existe, 
en général, quatre qui sont tels que 
deux de leurs sommets soient confon¬ 
dus, ainsi que deux de leurs côtés. Un 
sommet C d’un de ces quatre triangles 
coïncide avec un point d’intersection 
de F' et de 1 les deux autres som¬ 
mets A et B sont confondus avec le 
point m d’intersection autre que C de 
la conique 1 ' et de la tangente en C à 
1 ’". Le point m esta rintersection de T' 
et de F, et le côté double (iA (ou CB) 
est une lang<înte commune à F" et à F. 
Enlin, le côté AB est une tangente 
commune à F' et à 1'". 

Soit n le second point d’intersection de ce côté avec F. Si MNP 
est un triangle inscrit à F' et conjugué par rapport à I’, les coniques 
qui passent par les quatre points M, N, P, C sont harmoniquement 
circonscrites à F et rencontrent la droite m/t en des trouples de points 
conjugués harmoniques par rapport aux points m et n. Parmi ces 
coniques, il en existe une qui est tangente à la droite mn en n. 

Appliquons à cette conique la relation qui existe entre les six 
points de rencontre d’une conique variable avec une conique et une 
droite fixes se touchant en un point (1, ^ 7 ). Soient, sur la conique 
F',Xi,> 2 ,X 3 les paramètres des points M, N, P, a le paramètre du 
point m, h \e paramètre du point C, enfin, p. le paramètre du point 
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3 ; 

de contact de la tangente, autre que mn, menée de n à la conique 
r'. On a la relation 



d’où 

III 

;-f ;--— const. 

Al — a A-i — a As — a 

On a ainsi les théorèmes suivants : 

S'il existe une infinité de triangles inscrits éi une conique T' et cir¬ 
conscrits à une conique T", le pôle harmonique sur I'' du point de con¬ 
tact avec r' d'une tangente commune à P' et à P" par rapport aux som¬ 
mets de l'un de ces triangles est un point fixe. 

En particulier, 

S'il existe une infinité de triangles inscrits à une parabole P, et cir¬ 
conscrits à une parabole Pa, les centres de gravité de ces triangles sont 
situés sur une même droite parallèle à l'axe de la parabole P,. 

S'il existe une infinité de triangles circonscrits a une parabole et 
inscrits à une conique dont une direction asymptotique coïncide avec 
celle de la parabole, les centres de gravité des triangles qui ont pour 
sommets les points de contact des côtés des premiers triangles avec la 
parabole sont situés sur une meme droite parallèle à l'axe de la para¬ 
bole. 
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THÉORÈMES RELATIFS AUX FAISCEAUX LINÉAIRES 
PONCTUELS ET TANGENTIELS DE CONIQUES 


1 . Tliéorônie. - Les polaires d'un point P par rapport aux 
coniques d'un faisceau linéaire ponctuel passent par un même point P' 
Les polaires de I*' par rapport à ces coniques passent par P. 

Soient en ellct Aj et A^ les fX)laires (Je P par rapport à deux 
conicjues P, et 1% du l’aisecau. En gcuiéral, ces deux droites sont 
distinctes et ont un point commun 1^'. Les coniipn^s du faisceau 
sont r(încor»ti'(‘es par la droite PP' en d(.*s coupl(*s de* |)oints qui font 
partie d’une m(un(; involution. Or, le couple des points I' et P' est 
harmonique par rapport aux deux couples de points d’inlcrscction 
de la droite l’I*' avec les coniepics l’i et il s’ensuit que P et P' 
sont les points doubles de l’involulion et qu’ils sont conjugués har¬ 
moniques par rapport aux points d’inlerscction de la droite PP' 
avec une coni(juc (juelconquc P du faisceau; autrement dit, la 
polaire de P par rapport à la conique 1' passe par 1''. 

Il peut arriver que les droites Aj et A^. soient conlonducs suivant 
une droite A ; alors, le raisonnement précédent s’applique si l’on 
prend pour point P' un point (juelconque de A. 11 en résulte que 
les polaires (le P par rapport à toutes les coniques du faisceau sont 
confondues avec A. On sait que pour ([u’il en soit ainsi, il faut et 
il sulïit (]ue P soit un point double d’une conique décompos(*e en 
deux droites faisant j)artie du faisceau lin('*aire considéré. 

Comme la polaire de P par rapport à une conique P du faisceau 
passe par P', la [)olaire de P' par rapport à P passe par P. 

En supposant que J* n’a pas nn'une polaire par rapport aux 
coniqu('s P, montrons (juc toute droite qui passe par P' est la polaire 
de P par rapport à une conique P. 

En elVet, soit A une droite passant par P'. Menons par P une 
droite (juelconque rencontrant A en un point Q distinct de P'. 
Pour que la conique P soit telle que la polaire de P par rapport à 
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celle conique soit A, il faut et il sulïit que le couple des points de 
rencontre de cette conique I' avec la droite PQ fasse partie de 
riiivolution qui a pour points doubles P et 
Vy Q et par suite soit corniiiun à celle involu- 

lion et à l’involution formée par les couples 

P* _ X _ ^le points d’intersection des coniques V et 

a de la droite PQ. Or, ces deux involulioris 
sont distinctes, sinon le point P aurait la 

/ même polaire A par rapport aux coniques 

I’; étant dislinclcs, elles ont un couple 
commun et un seul, et la proposition est établie. 

Si Ton considère une conique I' décomposée en deux droites qui 
se coupent en un point O, les points P et P' sont conjiii;ués par 
rapport à celle conique; autrement dit, les droites OP et OP' sont 
conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites qui forment 
la conique P. 

Th^'iopônic’! corrélatif. - Par application du principe de 
dualité, on a le théorème suivant : 

Les pôles (Lime droile A par rapport au.r conupies d'nii faiscetm 
linéaire Umijrnùel sont sur une même droite A'. Les pôles de A' par 
rapfyyrt à ees conitfucs sont sur la droile A. 

11 peut arriver que la droite A ait même pôle par rapport aux 
coniques du faisceau. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il sullil 
qu’elle joigne les deux points qui forment une coni(|uo décom|»oséc 
du faisceau. 

Si l’on siip])Ose que A n’a pas même pôle |)ar rapport aux 
coniques du faisceau, tout point de A' est pôle de A par rapport à 
une de (*(*s coniques. 

Si l et P sont les tleiix points qui forment une coniipie décom¬ 
posée du faisceau, les droites A et A' rencontrent la droite II' en 
deux points conjugués harmoniques par rapport aux points 1 et P. 

Applications. — r* Soit un faisceau linéaire jionctuel de 
cercles P. Parmi les cercles de ce l'aîscean se Ironvent, en général, 
deux cercles de rayon nul, de centres A et A/. Les polaires de P par 
rapport à ces deux cercles sont les perpendiculaires nuMiées par A et 
A' respectivement aux droites AP et AT; le point l*' commun aux 
polaires de P par rapport aux cercles P est le point d’intersection 
de ces deux droites; on voit qu’il est diainélralemenl opposé à P sur 
le cercle qui passe par P, A et A'. Les [)oinls P et P' sont conjugués 
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par rapport au cercle singulier formé par Taxe radical A des 
cercles I’ et la droite a rinfirii ; autrement dit, le milieu H du seg¬ 
ment PP' est situé sur A. 

Lorsf[ue les cercles 1’ sont tangents entre eux en un point A, le 

point P' est diamétrale¬ 
ment opposé au point P 
sur le cercle qui passe 
par P et qui est tangent 
en A à la ligne des cen¬ 
tres des cercles I’. 

2 ’ Soient les coniques 
tangentes aux quatre co¬ 
tés d’un quadrilatère 
eoriqdct ; elles forment 
\in laisceau linéaire tan¬ 
gent iel. Les centres de 
ces coniques étant les pôles de la droite à rinlini par rapport à ces 
coniques, on a le théorème suivant : 

Le lieu (les centres des conclues lanfjenles aux (/nuire eotès d'un, 
quadrdalère coni/jlet est une droite. 

Cette droite passe par les milieux des diagonales du quadrilatère, 
et, pour celte raison, elle est dite nunUune du (jimdrilalère. D’autre 
part, elle est parallèle à la direction asymptotique de la parabole 
inscrite au ([uadrilatère. 

Soit une coni{[ue à centre ayant pour roy<*rs réels les deux 
points F et F'. Il existe une iniinité de coniques F ayant pour 
loyers F et F' ; ces coniques sont inscrites à un «piadrllatère corn- 
j)let qui a pour côlés les deux droites Fl et F.) et les deux dioites 
F'I et F'.I, I et J étant les points cycliques. Les points F (ît F', 
d’une pai’t, les points 1 et J, d’autre part, for ment deux couples de 
sommets opposés du quadrilalèie ; le troisième couple de sommets 
opposés est l'orinéde deux points imaginaires conjugués et qui 
sont aussi foyers de chacune des coniques F. Le lieu des pôles d’une 
droite A par rapport à ces coniques est une droite A' qui rencontre 
la droite à l’infini au point conjugué harmonique du point à 
l’inTmi de A par rapport aux points cyclirpres; auti-ernerit dit, les 
droites A et A' sont reelmujiilnires. Ces droites rencontrent l’axe 
focal FF' en deux points conjugués liarmonirjues par rapport aux 
points F et F'. 

4“ Soient les paraboles J” qui ont un foyer F donné et un axe 
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(Joiino. Elles former)l un faisceau linéaire tan^^entiel ([ui conlient 
comme conique décomposée le couple des points cycliques. Le lieu 
des pùles d’une droite A par rapport à ces paraboles est encore une 
droite A' perpendiculaire à A. Les deux droites A et A' rencontrent 
Taxe commun des paraboles T en deux points symétriques par rap¬ 
port au foyer F. 

2. Théorème. — Elnnl données qiialn^ eoniiiucs d'un faisceau 
linéaire ponctuel^ les quatre polaires d'un point variable P par rapport 
à ces coniques ont un rapport anharmonique conslanl. 

Soient en cITet une conique variable T d’un faisceau linéaire 



ponctuel, el deux points lixes P el Pj. Les polaires A et Ai de P et 
de Pi jinr rapport à I' passent respectivement par deux points fixes 
P' et Pj. Elles rencontrent la droite PPj en deux points Q et (^>1 
qui sont conju|.çnés harrnoniijues de P et de P, par rapport aux 
deux points de rencontre M et \P de la droite PP, avec la conicpie W 

Soient A el B les points doubles de l’involution formée par les 
couples de points d’intersection de la droite PP, et des coniques du 
l’aisceau linéaire ponctuel donné. Les couples de points (P, Q), 
(1*1» Qi) (A, B) fout partie d’une même in\olution qui a pour 
points doubles i\I et \P ; il s’ensuit que l’on a 

(QQi AB) (PP,BA) consl. 

Les points Q el Q, décrivent donc sur la droite PP, des divisions 
liornograpbiques ayant pour points doubles les points A et B; les 
droites A et A, décrivent des faisceaux liomographiques de sommets 
P' et P( ; le rapport anbarmonique de quatre positions de A est 
égal au rapport anharmonique des quatre positions correspon¬ 
dantes de A,. 

La démonstration précédente suppose que les points A et B sont 
distincts, autrement dit, que la droite PPj ne passe pas par un point 
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commun aux coniques F. Si PPj passe par un point commun aux 
coniques F, on considérera un point tel que les droites PPa cl 
PjPa ne passent ni l’une ni l’autre par un point commun aux 
coniques 1', et on appliquera la démonstration précédente aux 
points P et Pa, d’une part, aux points P^ et Pj, d'autre part. 

Théorème corrélatif. — Etant données quatre coniques d'^un 
faisceau linéaire tamjenlieU les quatre pâles d'une droite variable A 
par rapport à ces coniques ont un rapport anharnioniquc constant. 

11 sulïit d’appliquer à la démonslralion précédente le principe de 
dualité. 

Définitions. — Ëlnnt données quatre coniques tl’iiri faisceau 
linéaire ponctuel, on appelle rapport anharmonique de ces conume.s 
le rapport anliaririoniquc constant des polaires d’un point quel¬ 
conque par rapport à ces coniques. Il est égal an rapport anliarmo- 
nique des tangentes à ces coniques en I nn quelconque de leurs 
points com/rniris. 

Etant données quatre coniques d’un faisceau linéaire langenliel, 
on appelle rapport anharmonique de ces coniques le rapport an har¬ 
monique conslani des pôles d’nnc droite quelconque par rapport à 
ces coni(pies. Il est égal au rapport anhannouiqne des points de 
contact a\ec ces coniques de l’une quelconque d(; leurs tangonles 
corninuiies. 

Applications. — i" Soient deux cercles 1' (’t 1' se renc«)ntranl 
en deux points A et 15. Il existe deux cercles de rayon nul qui 
passent par A et 15 et qui font partie du faisceau linéaire ponctuel 
de cercles contenant les deux cercles donnés, l-o rapport anharino- 
nique des deux cercles de rayon nul et des deux cercles F et F', 
considérés dans cet ordre, est égal an rapport anharnioniquo de 
leurs tangentes en A; or, les deux premières tangentes sont les 
droites isotropes qui passent par A; donc, d’après la formule de 
Laguerre, le rapj)orl aiiliarrnonlque des quatre cercles est égal à 
e'-'V, y étant l’angle des tangentes en A aux cerch's I’ et F'. En 
particulier, il est égal à — i quand les cercles F et F' .sont ortho¬ 
gonaux. 

3 “ SoicTit deux coniques I” et F' se coupant aux quatre points 
A, 15, C, L). Une tangente A commune aux d(Mi\ coniques les louche 
respectivement aux points P et Q; soient M et M' les points de 
rencontre de A avec les droites AB et Cl), l\ et N' les points do 
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rencontre de A avec les droites AG cl BD. Considérons une repré¬ 
sentation paramétrique linéaire de A telle que les points P et Q 

aient respectivement 
pour paramètres o et 
oc. Les points M et 
M ', qui, d’a |)rès le théo¬ 
rème de Desargues, 
sont conjugués harmo¬ 
niques par rapport aux 
points P et Q, ont des 
paramètres opposés, X 
et — X ; de même, N et 
ont des paramètres 
opposés, et — a. 11 est facile de voir que, O étant N* point de A qui 
a pour paramètre i, les conjugués E et E de O par ra|)port aux 
points M et M' et par rapport aux points N et N' ont pour para¬ 
mètres X“ et t/.^. Or, le rapport anharrnonique des deux coniques 
r et r', de la conicpie formée par les droites et CD et de la 
conique formée par les droites AC et BD est égal au rapport anhar- 
monique des quatre points P, Q, E, F où les polaires de O par 

rapport à ces coniques rencontrent A, lequel est égal à - , • D’autre 

part, le rapport anhannonique des quatre points M, M', M et N' est 
égal a 




Il s’ensuit que si le premier rapport anharmoni<[UC est constant, il 
en est de mémo du second. Par exemple, supposons que les coniques 
r et r' pass(Mit [)ar quatre ]>oinls fixes A, lî, C, 1) cl varient de 
façon que leurs tangentes en A aient un rapport anharrnonique 
constant avec les droites AB et AC. Le rapport anharrnonique des 
quatre points de rencontre d’une tangente commune A à ces 
coniques avec les quatre droites AB, CD, AC, BD est constant, 
et la droite A a pour enveloppe, d’après le théorème corrélatif 
du théorème de Chasles, une conupic tangente à ces quatre 
droites. 

En particulier. 

Si deux cercles passant par deux points fixes varient de façon à se 
couper sous un angle constant, l'enveloppe de leurs tangentes com- 



44 FAISCEAUX PONCTUELS ET TANGENTIEL8 DE CONIQUES 
munes est une conique qui admet les deux points fixes comme foyers. 

Ce théorème osl dû è Faure (‘). 

3. Théorôme. — Le lieu des pôles d*une droite fixe par rapport 
aux coniques d'un faisceau linéaire ponctuel est une conique. 

En cllot, soient P| et P 2 deux points de la droite fixe D, Ai et 
Ao les polaires de Pi et de P 2 par rapport à une conique J" variable 
du faisceau. Le pôle de 1) par rapport à I" est le point M d'inter¬ 
section de Al et de Aj. Or, quand F varie, les droites Ai et à.y 
varient en j)assant respeclivement par deux points fixes P[ et P^, cl le 
rapport anharmonique de quatre positions de A, est é|^al au 
rapport anharmonique des quatre positions correspondantes de A^ ; 
les droites Ai et A 2 se correspondent donc homof^raphiquernent, et, 
d’après le théorème de Cha.sles, le lieu S du point IVI est une conique. 

Pour que cette conique S se décompose, il faut et il sulïit qu’il 
existe une conique F du faisceau linéaire ponctuel telle que les 
points de D aient tous même polaire par rapport h F. On voit 
facilement que pour (pic cette condition soit remplie, il faut et il 
siitlitquc I) passe par un point double O d’une conique F décom¬ 
posée du faisceau ; le lieu («si alors formé de la polaire unique 
de ce point double O par rapport aux coni(pies F et de la droite 

conjuguée harmonique de I) ])ar 
rapport aux droites qui forment 
la coni(pic F d(H*omposée. 

En général, le lieu S est une 
conicpie jiroprement dile qui 
passe par tout point ayant même 
polaire par rapport aux coniques 
F. 

Soit O un point double d’um» 
coiiicpic F déc^omposée en deux 
droites OA et Oli ; c’est un 
point de la ('onirjue S ; ch(‘r- 
clions la tangenle en ce point. A 
cet effet, prenons sur la droite comme point Ih le point de rencontre 
de D av(‘c la polaire L de O par rapport aux coniques F et comme 
j)oinl F 2 le point de rencontre de D avec la droite conjugucîe harmo- 



(•) On peut nus;u ét.ii)lir ce lliôorème en ninntrant. à l’uifle d’uno inversion ayant 
pour pôle un de» deuA points lises donnés, que le lieu des projections de ce point 
fixe sur les tangentes corniiiiines aux doux certdes varialdos e»l un cercle. 
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nique de OP, par rapport aux droites OA et OB. Le point Pj 
coïncide avec le point 0 et le point P 2 est situé sur la droite OP,, 
polaire de P^ par rapport a la conH|uc V de point double O. Ounnd 
la conique variable du faisceau tend vers cette conique décomposée, 
les polaires A, et Aa de P, cl de Po par rapport à cette conique 
variable tendent respectivement vers OP 2 , c’est-à-dire P[l\., et vers 
OP,, c’est-à-dire P^O; ces deux droites se rencontrent en O qui est 
un point du lieu, cl la tangente en ce point est la droite OlL. 

Supposons que les coniques T aient quatre points connnuns dis¬ 
tincts n, h, r, fi. Soient p, »y, r 
les j)oinls de rencontre de ab et 
de cd, de et de dh, de ad et 
de àr, respectivement. La coni¬ 
que S est circonscrite au triangle 
/V//*, qui est conjugué par rapport 
à cliacune des coniques W Voici, 
grâce à la considération de ce 
triangle, une autre dérnonslra- 
lion du tbéorème précédent. H 
existe ileux coniques ]' qui sont 
tangentes à I) en deux points 1 
et J. Si M est le pôle de 1) par 
rapport à une conitpie V <|uelconque, le triangle MM est conjugué 
par rapport à celte conique. D’après le Ihtkïrème de Poncelet (II, 
î; i), les six poi[jls />, (f, r, M, 1, J sont sur une même conique 
S, c|ui est lixe, passant par les cinq points lixes p, >[, r, I, J, et est 
ainsi le lieu du point M. 

Montrons que la conique S passe par tout point conjugué liar- 
monique par 1 apport à deux quelcoïKjues des somtnets du qua- 
drangle abcd du point de rencontre du coté du quadrangle qui 
passe par ces deux points avec la droite I). Par exemple, soient co le 
point d’inlerseclioii de D et de la droite ab et »«' le conjugué har¬ 
monique de 03 par rapport aux points a et b. Menons la droite (o'c 
qui rencontre la droite D en K ; soit e le conjugué barnionlque de 
c par rapport aux points 0 / et K , 11 existe une conicjue V qui passe 
par e; la polaire de w par rapport à celte conique 1’ passe par K, 
conjugué liartnonicfuc de w' par rapport aux points c et c, et par to, 
conjugué harmonique de w' par rapport aux points a et b ; elle 
coïncide donc avec I.), et ainsi le j)oint to' est le pôle de D par 
rapport à une conique F. 

Il existe six pôints tels que to' ; la conique S passe par onze 
points remarquables : les six points o/, les trois points p, q, r et les 
deux points 1 et J. 
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Applications. — i® Supposons que la droite D soit la droite à 
l’infini. On a alors le tliéorème suivant : 

Le lien des centres des coniques d'un faisceau linéaire ponctuel est 
une conique. 

Les directions asymptotiques de celle conique sont les directions 
asymptotiques des coniques du (aiscoau qui sont tangentes à la 
droite à l’irijini. 

2 " En particulier, supposons que les coniques T passent par les 
sommets a, />, e, d d’un quadrangle oi thocentrique ; ce sont des 
hyperboles équilatères qui rencontrent la droite à l’iiilinl en dos 
couples de points (|ui forment une involution ayant pour points 
doubles les points cycliqjics 1 et J. 

Les |)oints cycliques sont les points à rintini de la conique S, qui 
est donc un cercle. Ce cercle passe par les milieux des côtés du 
quadrangle et par les points de renconlre des côtés opposés du 
quadrangle ; il (;st le cercle des neuf points commun aux quatre 
triangles qui ont pour sommets trois des sommets du quadrangle. 

3" Supposons que les coniques V passent par ([ualre points n, h, c, 
d situés sur un même cercle, qui est une coniepu* V particulière. 
Ces coniques rencontrent la droite à l’inlini ( ii des couples de points 
en involution, [)armi lesquels se trouve le couple dos points cycli¬ 
ques. Les points doubles de l’involution sont dotic à rinlinl dans 
deux directions rectangulaires, qui soni les directions asympto¬ 
tiques du lieu S. Ainsi, dans ce cas, la conitpie S est une by|)er- 
bole équilatère. 

Tlifiorènu* ~ Par application du principe de 

dualité, on a le théorème suivant : 

L'enveloppe il des polaires d'un point fixe P par rapport aux coni¬ 
ques d'un faisceau linéaire tangentid est une conique. 

(>jtte conique t!.st en général proprement dite ; elle ne se décom¬ 
pose en deux points que si le point donné est situé sur une tan¬ 
gente double d’une conique déconq)oséc du faisceau. 

La conique i] est tangente à toute droite L ayant même pôle 0 
par rapport aux coni(pies du fai.sccau ; le point de contact de L et 
cIc iJ est le conjugué harmonique du point d’intersection des 
di*oites OP et L par rap[>ort aux deux points situés .sur L qui for¬ 
me at une conique décomposée du faisceau. 

Les tangentes menées par le point donné P à la conique ^ sont 
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l(;s tangentes en P aux coniques du faisceau qui passent par ce 
point. Si les coniques du faisceau ont quatre tangentes communes 
distinctes, elles ont un triangle conjugué commun, et reriveloppe 

est inscrite à ce triangle. 

Applications. — 1 “ Kn particulier, l’enveloppe ^ des polaires 
d’un point P par rapjxrrt aux coniques iiomofocalcs à une ellipse 
donnée est une parabole tangente aux deux axes de ces coniques. 
Les tangentes menées à il par le centre O de ces coniques sont 
rectangulaires ; il en est de même des tangentes menées [)ar P à 
il s’ensuit que la directrice de la parabole i est la droite OP. 

2 ” Soient les paraboles, dites lioniofocales, qui ont un foyer et nn 
axe donnés; elles forment un fiiisceau linéaire taugeiilicl de 
coniques tangentes en un même point a à la droite à rinlinl. Parmi 
CCS coniques sc trouve une conique décomposée en les deux points 
cycliques 1 et J. L’enveloppe y, des polaires d’un point P par rap¬ 
port aux paraboles bomolocalcs est une conique qui est tangente à 
la droite à l’inüni, cette droite ayant même pde x par rapport aux 
coniques du faisceau ; laconique il est donc une parabole. Son |X>int 
de contact avec la droite à l’infini est conjugué harmonique de a 
par rapport aux points cycliques ; autrcinenl dit, la parabole i a 
pour (iiiecLiori asymptotique la direction perpimdiculaiie à la di¬ 
rection asvmptolique commune aux paraboles bomolocales. D’autre 
part, l’axe des paraboles homofocalcs, ayant même pôle par rapport 
à ces coniques, est une tangente à la parabole ü ; c’est la tangente 
au sommet de H. La directrice de il passe jiar P ; c’est la parallèle à 
Taxe des paraboles hoinolbcales menée par ce point. 

3" Soit un faisceau linéaire tangcnliel de coni([ucs contenant un 
cercle de centre 0. L’enveloppe i] des polaires de O par rapport à 
ces coniques est une parabole. Les tangentes à il qui passent par ü 
sont les rayons doubles de l’involution formée par les couples de 
tangentes 'menées de 0 aux coniques du faisceau ; l’un de ces 
couples étant le couple des droites isotropes qui passent par 0, les 
rayons doubles sont rectangulaires; autromeiil dit, la directrice de 
la parabole i^ passe par le point O. 

Théorème. - Le lieu des pôles d'une droite 1) par rapport aux 
conujues V d'un faisceau linéaire ponctuel coïncide avec le lieu du 
point P' commun aux polaires par rapport à ces coniques d'un point P 
variable sur la droite D. 

En effet, les polaires de. P' par rapport aux coniques P sont cony 
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courantes au point P, et, comme nous Pavons vu, toute droite pas¬ 
sant par P est polaire de 1*' par rapport à une conique 1\ En par¬ 
ticulier, il existe une conique 1’ par rapport à laquelle le pôle de 
D est le point P', ce qui démontre le théorème. 

Tliéorèino <îorr<’dMtH. — L'enveloptic den polaires d\m poifil, 
P par rapport au.r conclues d*un faisceau li/icaire tangentiel coïncide 
avec renveloppe de la droite A' lieu des pôles par rapporta ces conùjues 
dfwie droite A varialde qui passe par le point P. 

Appliciitioiis. — Soient les coniques P qui ont inêmes 
foyers qu’une conique donnée de centre O. Le lieu d(‘s j)ôles d’une 
droite A pur rapport à ces coniques est, coinino nous Pavons vu, 
une (lroit(* A' ])ei j)en(liculaire à A ; le poinl de rencontre de ces 
deux droites est le point de contact M avec la droite A de la conique 
P qui lui est tangente : la droite A' est la normale en M à cette 
conique. On a donc le théorème suivant: 

1 J enveloppe de la normale à une conique variable i' en un poinl M 
de roniacl d'une tarujenie menée par uu point fixe P est une parabole 
tanqente aux axes des eoniques P et admettant jtour directrice h 
droite 01\ 

a" Soient les |)aral)oles P qui ont un fover et un axe donnés. On 
a, relativcmeril à ces |)araholcs lioniofocalcs, le théorènic suivant ; 

L'enveloppe de la normale à une parabole variable P en un point M 
de contact d'une lumjenle menée par 
un poinl fixe est une parabole 
ayant pour tnnqenle nu sonimct t'axe 
des paraboles P et pour direc lrice la 
parallèle à relie droite menée par 

d" Soient une roniqiu* de eenlre 
0, A et 15 les points de eoutaet des 
tangentes menées d’un point M à 
celle conique. D’après ce qui pré¬ 
cède, il existe une parabole JJ tan¬ 
gente aux axes de la conique, à la droite A15 et aux normales en A 
et 15 à la conique ; cette parabole a pour directrice la droite OM. 
La droite OM rencontre Ali en son milieu 1, et, d’après une pro¬ 
priété de la directrice d’une parabole, la perpendiculaire en 1 à 
la droite Ali est tangente à la parabole 11. Soient A', 15', P les 
points de rencontre d’un axe A de la conique donnée avec ses nor- 
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males en V et B et avec la perpendiculaire menée par I à AB. 
D’après le théorème corrélalil* du théorème de Chasles, les deux 
tangentes AB et A à la parabole 11 sont partagées par les droites 
A V', Bir, 11' en vecteurs proportionnels. Comme I est le milieu 
de AB, l'est le milieu de A'B'. On a ainsi le théorème suivant, dù 
à La gu erre : 

O/i donne deux points A cl B d'une conupie à Cf’iilre. Si A' et B' 
sont, les points de rencontre des normales en A el B auer un axe de la 
conique, lu perpendiculaire à AB en son milieu rencontre l'axe au 
milieu de A'B'. 

On en déduit le théorème suivant : 

Soient deux points Jlres A et B et un point rarialde C d'une conique 
à eenlre. Si 1' et .1' sont les points de rencontre avec un axe de la 
conupie des perpendirulnires aux segments AC et IjC en h urs milieux 
I e/ J, le vecleitr l'.L est équip<dlenl à un vecteur fixe. 

4" Soient une parabole P, A el B les points de ctmfact des laii- 
g(‘nl<‘s menées d'mi point M ù celte 
paralwlo. D’après ce rpii précède, il 
existe une parabole i! tangente à l’axe 
de la parahoh' P, à la droite AB, aux 
normales en A et B à la parabole P, 
et admettant pour directrice la paral¬ 
lèle menée par \l à Taxe île la para¬ 
hoh* P. Celte (Iroile l•l*^lco^tr(‘ AB eu 
sou nillieu J, et la perpenthculaire en 
1 à la droite AB est aussi tangente à 
II. On voit alors ipic le théorème de Lagiierre et la coiiséipiencc 
qu’on en tire sont applicables aussi à la parabole. 

4’’ Soient une conique à centre, A et B les points de ronlact des 
tangeriti's menées (ruri [)olnt M à celle coniipie. Puisque les nor¬ 
males en A et B à la conique, les deux a\es de la couiipie et la 
droite AB sont tangentes à une iiiéinc parabole, les deux premières 
droites sont partagées par les trois dernières en vecteurs propor¬ 
tionnels, On a ainsi le théorème suivant; 

A étant un point imriahle d'une conique éi rentre, si I* et (J sont les 
points d'inlerseetion de la normale eu A avec l'axe focal et avec l'axe 

AP 

non focal, le rapport ^ est ronslant. 

5“ Soient une conique à centre P variant de façon que ses foyers 
Michei , Géom. rnod. 4 
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restent fixes, A et H les points de contact des tangentes menées a 
celte conique par un point fixe M. Le triangle T qui a pour côtés 
la droite AB et les normales en A et B à T est circonscrit à une 
parabole fixe 11. Un autre triangle circonscrit à cette parabole est 
le triangle qui a pour cotés les axes de la conique et la droite à 
riniini. Il existe une conique ayant pour axes les axes fixes de la 
conique V et admettant le triangle T comme triangle conjugué. 

Cela posé, supposons que la conique I' vienne à passer par M ; les 
points A cl B se confondent alors avec M, et le point tic rencontre 
des normales en A et B à I' se confond avec le cenlrt* de cour¬ 
bure de la conique T qui est relatif au point M. On a ainsi le théo¬ 
rème suivant ; 

La parabole II touche /e.-t normales nu.r coniines T, el 1'^ qui passent 
par M en deu.r points qui sont les centres de courbure Ij el U de ces 
coniques V relatifs au point M. 

D’autre part, il existe une conique S ayant y)onr axes les axes 
des coniques T et admettant comme triangle conjugué le triangle 
aplati dont deux sommets sont confondus en M, la droite qui les 
joint étant la tangente en M à la conicpie cl dont le troisième 
sommet est le point I|. Celte conique S admet comme tangente en 
M la droite ML qui est aussi tangente en M à l'.j. Oomme il n’existe 
qu’une conique admettant un triangle donné coinme triangle con¬ 
jugué et tangente à une droite donnée en un point donné, la 
conique S coïncide avec On a par suite le théorème suivant : 

Etant données deiu: coniques à centre lioinofocales, si M est un de 
leurs points communs, le centre de courbure de Vune d'elles relatif à 
M est le pôle de In taugenle en M à cette conique par rapporl ù rautre 
conique, 

ou encore 

Etant données deux coniques à centre liomofocales, si M est un de 
leurs points communs, les centres de courbure des ronnpies relatifs à 
M sont conjuriués par rapport à chacune de ces coniques. 

Si l’on considère des paraboles V homofocalcs, la démonstration 
précédente leur est applicable, à condition de remplacer le triangle 
formé par les axes des coniques homofocales à centre el la droite à 
riniini par le triangle aplati dont deux côtés sont confondus avec 
la droite à l’infini, le point de rencontre décos côtés étant le point 
à l’infini dans la direction perpendiculaire à la direction asympto¬ 
tique des paraboles T, et dont le troisième côté est l’axe commun 
aux paraboles W 
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Par application du thooroinc de Faure relatif aux triangles con¬ 
jugués par rapport à une conique, on a aussi le théorème suivant : 

Si I est le eenlre de courbure relatif à un point M d\me conique P, 
le cercle de diainèlre MI est orthogonal au cercle (ou droite ï orlhop- 
iique de la conique hoirioforale à P qui passe par M. 

()® Soient une conique à centre P variant de façon que ses foyers 
restent fixes, A et 13 les points de contact des tangentes menées à 
cette conique par un point fixe M, N le point d’intersection des nor¬ 
males en A et 13. On a le théorème suivant : 

Le lieu du point N est une droite A. 

En ellèt, le triangle i\AI3 est circonscrit à une parahoh’ fixe 11 . 
et le cercle circonscrit au triangle NAll, tjui passe par M, passe 
aussi par le foyer'■> de la parabole II. La droite 9 N, (jui est la per¬ 
pendiculaire en '.p à la droite oM, est une droite (ixe, et cette droite 
A est le lieu du point N. 

De plus, M étant un point de la directrice de la parabole U, sa 
polaire par rapport à II est la droite A. Les deux tangentes AA et 
NI3 qu’on peut mener d’un point iN de la droite A a la parabole 11 
sont conjuguées harmoniques par rapport à A et à la droite qui 
joint le point N au pôle M de A par rapport à la parabole IL 11 
est donc facile de construire cette droite A connaissant h's deux 
foyers ré(ds F (d F' des conicpies W Un point du lieu est 1(« point 
N, diamétralement opposé à M sur le cercle circonscrit au triangle 
MFF' ; la droite A est la droite conjuguée harmonique de la droite 
NjM par rapport aux droites NjF et N|FL 

Si la conique variable L vient à passer par .M, le point N coïncide 
avec le centre de courbure de la coni(jue 1 ' qui est relatif au 
point M. La droite A est la droite qui passe par les centres de 
courbure U et lo relatifs à M des coniques Ti et T., de foyers F et F' 
qui passent par M. Ce résultat donne un nioveii de construire le 
centre de courbure lelatif à un point iVl d’une conique à centre. 

Avec des rnodilications faciles, le raisonnement s’appli(jue aux 
paraboles liomofocales. 
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1. Soit un faisceau linéaire ponctuel de coni(|ues 1’, ayant C|ualr(‘ 
points communs distincts A, 15, C, I). Parmi ces ccmitpies, il en existe 
troisqui sont décomposées en deux cotés opposésdu quadranglc avant 

pour soiumels A, 15, C, 
I). Soient P, (), ]\ les 
points de rencontre res- 
peclifs des cotés A15 et 
Cl), AC et D15, AI) et 
I5('. ; le triangle POU est 
conjugué par rapport à 
cliacune des coniques T. 

Les polaires d’un point 
M (pielconquc du plan 
par rapport aux coni(|ues 
I’ sont concourantes en 
un point M', qui est, en 
j)arriculier, le point com¬ 
mun aux droites conju¬ 
guées harmoniques des droites PM, 0\I et KM respectivement par 
rapport aux droites AI5 et CD, AC et DI5, Al) et I3G. Le point M' 
sera dit transformé fjundrati<iüe île M (‘). (’*onmi(‘ les polaires de M' 
par rapport aux coniques L sont concourantes en \L le point M est 
le transformé quadraticjue de M': la transformation ponctuelle du 
plan ainsi déllnie est réciproque. 

Quand M est en un des points P, Q, U, par exemple en P, les 
polaires de M par rapport aux coniques L sont confondues suivant 



(i) Plus hahilucUofiuMil, ou ontond par Irunsfornuilion quadratique toute Iransfor- 
iiiation pouctuelle hirationnoile qui fait correspondre n une droite quelconque une 
conique et, d’une uianière générale, à une courbe algébrique quelconque de degré 
n une courbe algébrique de degré a«. 
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la droite QR ; le point M' est indéterminé sur cette droite. Les 
points P, Q, H sont dits points singuliers de la transformation ; les 
droites QR, PR et PQ sont dites lignes singulières de la trans- 
Ibrmation. 

Si le point M décrit une courbe S, le point M' décrit une 
courbe S' (pii est dite transformée de la courhe S ; la transformation 
étant rccipioque, la courbe S est la transformée de la courbe S'. 
Supposons que la courbe S passe par un point singulier, par P, par 
exemple ; quand M tend vers P, M' tend vers une position limite a 
sur la droite ()R, la droite Pp étant conjuguée liarmonicjue de la 
tangente en P à la courbe S par rajiport aux deux cotés du 
quadrangle ABCD qui se rencontrent en P. 

Tliéorùnies. — i“ La lra:> s formée d'une droite (pie Iront pie es 
une CAmigue circonscrite au triangle PQR. 

Ce théorcmic a été établi au chapitre |)récédent, mais il y est 
énoncé sous une autre forme. La conicpie ('oïncide a\(îc le lieu des 
pôles de la droite par rapport aux coniques I'. 

Quand la droite passe par un point singulier, P, par exemple, la 
transformée se déc'ompose en la droite (JR et une autre' droite, 
conjuguée harmonicjue de la droite doruiée |)ar rapport aux deux 
droites PAR et PCI). 

a" Héci'proguement, la transformée d'une ronitpie circonscrite nu 
Iriangle PQR est une droite. 

Soient en efl'et Mi et M^, deux points de cette conique, M', et 
leurs transformés. D’après le premier llmorème, la droite 
MîM^a pour transformée une conique circonscrite au triangle PQR 
et passant par iVL et Mj ; cette coniipie, ayaril cin(| points com¬ 
muns avec la conique donnée, coïncide aNecelle. La transformation 
étant réciproque, la conique donnée a pour transformée la droite 
MÎV!^ 

La tangente en P à la coni<jue transforiiH'e d’une droite est con- 
juguc'e barmonique par rapport aux droites PAR et PCD de la droite 
qui joint le point P au point d’interscîction de la droite donnée avec 
la droite QR. 

Tliéoi’èilies. — i" La trans formée d'une conique tpii ne passe par 
aucun des points P, (,), R est une courhe du tpialrième degré admettant 
les points P, (), R comme points douhles. 

Cbcrcbons en corubien de points une droite A rencontre la 
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transformée S' de la conique S. Comme la conique S ne passe par 
aucun de» points P, Q, II, elle est rencontrée par la conique A' 
transformée de la droite A en quatre points autres que P, Q, 11. 
La droite A rencontre la courbe S' en quatre points qui sont les 
transformés de ces cpiatre points; la courbe S' est ainsi une courbe 
du quatrième défère. 

(luand le point M variable sur la conique S tend vers un point 
d’iintersection a de cette conique avec la droite Qll, son transformé 
M' tend vers P en décrivant une branche de la courbe S' qui passe 
par P et admet comme tangente en P la droite conjuguée liarnio- 
nique de la droite Pa par rapport aux droites PAU et PCI). Comme 
la conique S rencontre QU en deux points, la courbe S' admet doux 
branches qui passent par P. Les poinis singuliers P, (), Il sont des 
points doubles de la quartique S. 

2 *' lUcipvoqnemenl^ la transformée (Viine courbe du quatrième 
deqrc admettant les points P, Q, U c,ommc points doubles est une coni¬ 
que ne passant par aucun des points P, Q, 11. 

En elTet, cou[)ons la transfornxîe S de la quartique S' par «ne 
droite arbitraire A. Cette droite a pour transforsnée une conique 
A'passant par P,!), II. liCs poinis d’intersection de S et de A ont 
pour translormés les points d’intersection autres que P, Q, U de 
S' et de A'. Or, les courbes S' et A' se rencontrent en Iiuit points 
dont six sont confondus avec P, Q, Il ; il existe donc deux poinis 
variables d’intersection de S' et de A' et par suite deux poinis 
d’intersection de S cl de A ; la courbe S est nue coiirtpio. (ætle 
conique ne passe par aucun des points P, (j, II; sinon, sa trans¬ 
formée S' serait une courbe algébrique do degré inlérleur à 4- 

Cas particuliers. - C Supposons que la coui(|ue S admette le 
triangle P()Il comme triangle conjugué. La droite Px est alors 
tangente en a à la conique S. Une droite variable o passant par P 
rencontre S en deux points Mi «*.1 M 2 qui tendent simullariément 
vers a quand 0 tend vers la droite Pa. Les points MJ et trans¬ 
formés de Ml et de Mo sont situés sur une droite variabh' 0 ' passant 
par P et conjuguée- harmonique de a par rapport aux droites PA B 
et PCD ; ces poiut.s tendent simullanénicrit vers P, et la droite Z' 
tend vers la droite conjuguée harmonique de Pa par ra])porl aux 
droites PA B et PCD. Celle droite Z' rencontre la branclic de la 
courbe S' que décrivent MJ et en trois points conlondus avec le 
point P ; c’est une tangente d'inflexion. On a ainsi le théorème 
suivant : 

La transformée d'une conique admettant le Iriamjlc Ptjll comme 
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triangle conjugué est une courbe du ffimlrième degré gui admet les 
points P, Q, K comme points doubles d''in flexion. 

Ce théorème s’applif|ue, en particulier, aux conicpies 1’ propre¬ 
ment dites. Rernarifuons que chacun des points .V, H, C, I) coïncide 
avec son transforrné ; la quarticpic Iransfonnée crunc conique T 
passe par les quatre points A, B, (^, D. 

Ce théorème admet une réciproque. 

2 “ Supposons que la conique S soit inscrite au triangle IMJR. Le 
point 1* est encore un [>oiut double delà quartique transformée S' ; 
mais, les deux points d’intersection de la conique S avec la 
droite ()R étant eonfoudus, les tangentes h S' en 1' sont elles-mêmes 
confondues. On a ainsi le théorème suivant: 

La transformée d'une conupie inscrite au Irinmfle P(JK est une 
courbe du nualriéme degré admellant les points P, <), R comme points 
de rebroussement. 

Ce théorème a<lmet une i’écipro([ue. 

Th«orèiii«. — [jO transjorméc d'une conigue S gui passe par un 
des points P, (), R, par exemple V,est une cuhiijuc ndmetiunl le point P 
comme point double. 

Un raisonnement analogue à celui ([ul a été cmplovépour établir 
les théorèmes précédents montre qu’unedroite qnelcompie rencontre 
la courbe S' transformée de S en trois points. 

Ce théorème admet une réciproque. 

-- La transformée d'nne conigtie S passe par 
deux des points P, Q, K, par exemple V et Q, est une conigiie passant 
par ces deu.r points. 

Un raisonnement analogue aux précédents montre qu’une droite 
quelconque rencontre la courbe S' transformée de S en deux points. 
D’autre part, si un point M varie sur S en tendant vers le point 
d’intersection autre que Q delà conique S avec la droite QR, son 
transformé M/ tend vers P en décrivant une branche de la conicjue 
S' qui passe par P. 

Par un raisonnement analogue aux précédents, on établit le 
théorème général suivant : 

Une courbe algébrigue de degré n admettant les points P, Q, R 
respectiveniefd comme points multiples d*ordres />, g, r a pour irons- 
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formée une cAnirbe algéhrûjue de degré a/i — (p-\-g -h r) admeliant 
les points P, Q, U rcspeelivemeni comme points multiples d'ordre 
Il - (7 -I- r), n - (/)-)- r), n - (j, -t- 7). 

Pour rendre cel énoncé valable dans Ions les cas, il convient de 
regarder une courbe algébrique qui ne passe pas par un des points 
P, Q, H comme une courbe qui admet ce point comme point 
multiple d’ordre o. 

2 . Corrélativement, soit un faisceau linéaire langentiel de coni¬ 
ques r ayant quatre tangentes communes distinctes. Ces quatre 
droites sont les cotés d’un quadrilatère complet ; désignons par 

A, li, (j trois sor)imets de ce quadri¬ 
latère situés sur un même côté et 
par P', C' les sommets de CO qua¬ 
drilatère r(!speclivemcnt opposés à 
A, P, G ; soient P, Q, U les j)oints 
d’intersection des diagonales PIV 
et CC', CC/ et AA', AA' et PP'. 
Parmi les coniques du faisceau 
linéaire iangeutiel, il en e.\istc 
trois qui sont décompo.sées en 
deux sommets opposés du quadri¬ 
latère; le triangle PQP est conju¬ 
gué par rapport à chacune des coniques W 

Les pôles par rapport à ces coniques d’une droite A sont situés 
SJir une mémo droite A' qui passe par les conjugués harmoniques 
des points d’intersection de A avec les diagonales AA', PP', CC', 
respectivement par rapport aux points A et V', P et P', C et C'. 
Cette droite A' sera dite Iransformée ipiadratiijur de A. Coiiuik' les 
pôles de A' par rapport aux coniques P sont situés sur A, A est la 
transformée quadi alujue de A': la Iransformalion tangeutielle du 
plan ainsi définie est réciproque. 

Quand A coïncide avec une des droites AA', PP', CG', côtés du 
triangle les pôles de A sont confondus avec le sommet opposé 

de ce triangle; la droite A' est une droite indéterminée ])assant par 
ce point. Les côtés du triangle PQK sont dits droites sinijulières 
de la transformation ; les sommets P, Q, P de ce triangle sont dits 
enveloppes singulières de la transformation. 

Si la droite A enveloppe une courbe S, lu droite A' enveloppe 
une courbe S' qui est dite transformée de S; la transformation étant 
réciproque, la courbe S est la transformée de S'. Supposons que S 
soit tangente; à une droite singulière, QH par exemple; quand A 
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tend vers QR, A' tend vers iiiio position limite o passant par I*, 
te point d’intersection de o avec OU étant conjugué linrinonique 
du point de contact de QU avec S par rapport aux deux points 
A et A'. 

On a les théorèmes suivants qui se déduisent des théorèmes 
établis relativement à la transformation (juadratique ponctuelle 
]>ar simple application du principe de dualité et qu’il nous sutïira 
d’énoncer : 

i" La Iransfnrmh (Vunc enveloppa réduite à un pninl est une coni¬ 
que inscrite nu trianfjle UQU. Hile coïncide avec f enveloppe des polaires 
de ce point par rapport aux conupies F. 

Quand le point donné est situé sur un dc^s côtés du triangle 
P(^)U, QU j)ar exemple, la coniipie se décompose en le point F et 
un autre point conjugué harmonique du point donné par rapport 
aux points A et A'. 

Hèciproquernent, la transformée d'aune conique inscrite au 
triaiujle lh^)U est un point. 

.'V' La transformée (rune conique S qui nest lanqentc a aucun des 
cotés du triniujle FQU est une courbe de la qinilrième classe qui 
admet les trois côtés de ce trianqle comme laïujentcs doubles, et réci- 
protpiement. 

Les points de contact de la tangente double ()U sont conjugués 
harmonii[ues par rapport aux points A et A'des points de rencontre 
avec QU des tangentes à la conique S qui passent par F. 

Si la eonujue S admet le triangle P(^U comme triangle conjugué, la. 
transformée S' admet les trois côtés de ce triangle comme tangentes 
doubles de rebroussement, et réciproquement. 

Ce théorème s’apj)li(pie en particidicr aux coniques F du faisceau 
linéaire tarigentiel donné. 

Si la conique S est circonscrite au triangle F(^)U, sa transformée 
admet les trois côtés de ce triangle comme tangentes d'inflc.rion, et 
réciproquement. 

4" La transformée d^une conique qui est tangente à un des côtés du 
triangle l^(^)U est une courbe de la troisième classe qui admet ce côté 
comme tangente double, et réciproquement. 

5" Im transformée d'une conique tangente ù deux des côtés du 
triangle IH)U est une conique tangente aussi à ces deux droites. 
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3. Applications. — Soient deux, hyperboles équilatères 
concentriques. Si O est leur centre commun et si I et J sont les 
points cycliques, le triangle OU est le triangle conjugué commun 
à ces deux coniques. Considérons le laisceau linéaire ponctuel des 
coniques T qui contient les deux hyperboles données. Le triangle 
OU étant conjugué par rapport h chacune de ces coniques, il 
s'ensuit que chaque conique P est une hyperbole équilatère de 
centre O. 

La transformation d’un point M du plan en le point M' commun 
aux jîolalres de M par rapport aux coniques P a des proju'iétés par¬ 
ticulières qui la rattaciionl à l’inversion. 

Les sécanlcs D et D' qui passent par O et qui sont communes 
aux coniques P sont rectangulaires ; une de ces dioitos, soit D, 
rencontre les coniques J’ en deux points ré(?ls ; soit A un de ces 
deux points; il se transforme en lui-inéine. Les droites GM et OM' 
sont conjuguées harmoniques par rapport aux droites D et D' et par 
suite symétritpies par rapport à D. D’autre part, la transformée 
d’une droite A est un cercle passant par O ; la tangente à ce cercle 
en 0 est symétrique par rapport à D 
de la parallèle menée par 0 à la droite 
A ; réciproquement, la transformée 
d’un cercle passant par O est une droite 
parallèle à la symétrique par rapport h 
D de la tangente en O au cercle. 

Gela posé, iM étant un point quel¬ 
conque du plan, considérons le cercle 
qui passe par les points O, A, M ; il a 
pour courbe transformée une droite 
passant par A, qui, étant parallèle à 
la symétrique de la tangente en 0 par 
rapport à OA, coïncide avec la tangente en A au cercle. Soit M" le 
symétrique de M' [)ar rapport à OzV ; c’est un point de la droite 
OM. Or, on a les relations angulaires suivantes : 



(\W, OA).= (OA, AM0=-(OM, MA), 

et il en résulte que le cercle AMM" est tangent en A à la droite OA. 
Par suite, on a 

ÔM . OM" = OA- = const. 


La transformation de M en M"esl une inversion de piMc O ; la trans¬ 
formation de M en M' est le produit d’une inversion de pôle O et d'une 
symétrie,par rapport à une droite passant par O. 
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Voici des applications. 

a. Soit une conique S autre qu’un cercle et supposons que cette 
conique ne passe pas par O. La transformation précédente la 
transforme en une quartique S' (pii admet le point O et les points 
cycliques I et J comme points doubles. Comme celle transformation 
est le produit d’une inversion de pcMe O et d’une symétrie par 
rapport à une droite passant par O, on a le théorème suivant ; 

L^inverac d'une roniquef autre qu an rendes dans une inversion qui 
a pour pôle un point O non situé sur la conique est une quartique 
hieireulairc adnietlanl le point O comme point double^ les tanqentes 
en ce point étant parallèles aux directions asymptotiques de la 
conique. 

Ce théorème admet une réciproque: 

L'inverse d'une quartique Incirculaire qui admet un point double O à 
distance Jinie^ dans une inversion (lui a pour pôle le point O, est 
une conique, autre qu'un cercle, qui ne passe pas par O et dont les 
directions asymptotiques sont les directions des tarujentes en O « la 
quartique. 

En effet, considérons un faisceau linéaire ponctuel d’hyperboles 
équilalères T admettant le triangle OU comme triangle conjugué 
commun, et la transformation quadratitpie ponctuelle définie au 
moyen de ce faisceau de conirpies. La transformée de la quartique 
est, d’après un théorème antérieur (5; t), une coni([ne S ne passant 
par aucun des points O, I, J. Comme la transformation ([uadra- 
tique considérée est le produit d’une inversion de p()le O et d’une 
symétrie par rapport à une droite D passant par O, la qnartiipic 
est l’inverse, dans une inversion de pôle O, de la courbe symétri(jue 
de S par rapport à 1), qui est aussi une conique ne passant par 
aucun des points O, 1, J. 

lùi particuliei-, soit ujic conique S admettant le triangle OU 
comme triangle conjugué ; c’est une hyperbole écpiilatère de 
centre O. La transformation préciklente transforme c'ette hyperbole 
en une quartique S' qui admet le point O et les points cyclif{ues 
1 et J comme points doubles d’inllexion. Le point O (^st centre de 
cette courbe, carsi deux points M sont symétrit]UL'S par rapport à O, 
il en est de même de l(;urs transformés M'. Les tangentes en O à la 
quarti(]ue S' sont conjuguées harmoniques respectivement des direc¬ 
tions asynqitotiques de S par rapport aux deux droites rectangu¬ 
laires 1) et D' ; il s’ensuit que Les tangentes en 0 à S' sont rectan¬ 
gulaires. On a ainsi le théorème suivant: 
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L'inverse iVnne hyperhole éfjnilatère dans une inversion ayant pour 
pôle le rentre O de lliyperbole est une quartufiie admellanl les points 
ryclirpies comme points donides d'inflexion, le point O comme centre et 
comme point double d'in flexion, tes tangentes en ce point étant rectan¬ 
gulaires et étant d'ailleurs les asymptotes de riiyjterhole éga'ilnlére. 

F ri F' élanl les fovcrs réels de riivperbolc équllalère, prenons 
comme puissance d’inversion OF' ou OF'"*. Soit M, l’inverse du 
point M de l’Iiypcrbole. On a 



Or, on a, d’après la définition élémentaire de l’byperbole, 
iMK_MF'|-=consl. OlV:^. 


d’on MK''“+ Ml--'-— aiMI’. MP 

el d’autre part, d’après le Ibéorème de la médiane, 

MK* H MP* = a(ni* I ^OK*. 

On en déduit MF. MF' ~OM“. 

et par suite M,F , M,F' OF‘. 

Si l’on cbani>;e la puissance d’inversion, riiivcrsc de la conlcpie 
est remplacée jiar une courbe boniolbétique du lieu de Mj par raj)- 
port à O. On oblienl ainsi le ibéorème suivant : 

L'inverse d'une hyperbole éguilatère jiar rapport à son centre est 
une courbe lieu des points dont le produit des distances ci deux points 
fixes est constant et égal au carré de la demi-dislance de ces deux 
points fuxs. 

Une telle courbe est dite lemniscale de Bernoulli, et l’on a le Ibéo¬ 
rème suivant: 

Im lemniscale de Bernoulli est une cjanrticpie bicirculaire gui admet 
les points cycliques comme points doubles eVinflexion, qui a un troi¬ 
sième point double à distance finie centre de la courbe, nécessairement 
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piùnt double dHnJleæion^ les tançjeriles en ce point étant rectangu¬ 
laires (*). 

Soit inversement une qiiartiqiie bicireulaire admettant un point 
double0 à distance finie, centre delà çourl)e et à tangentes rectan¬ 
gulaires. Considérons un faisceau linéaire ponctuel d’hyperboles 
équilatères F adnieltant le triangle OU comme triangle conju¬ 
gué commun, et la transformation quadratique ponctuelle définie 
au moyen de ce faisceau de coniques. La transformée de la quar- 
tique est une conique qui admet le triangle OU comme triangle 
conjugué ; c'est donc une hyperbole éqnilatère de centre O. Il 
s’ensuit que la quartique est l'inverse, dans une inversion de pôle O, 
d’une hyperbole éqnilatère de centre O, symétrique de l’hyperbole 
écpiilatère précédente, par rapport à um* certaine droite j)assant par 
O ; autrement dit, la quartique est une Icmniscate de Ikrnoulli. 

Soit une conique S admettant pour fover le point O ; cette 
coiii(pje est tangente aux deux droites 01 et 0.1 ; [)ar suiie, elle a 
pour transformée une quartique S' admettant le point O comme 
point double et les points cycliques 1 et J comme points de rebrous¬ 
sement. On a ainsi le théorème suivant : 

L'inoerse d'une conniue dans une ineersion ayant pour pôle un 
foyer 0 de la conupie est une guarllque qui admet les points cycliques 
comme points de rebroussement et qui admet aussi le point 0 comme 
point double, les tangentes en ce point étant d'ailleurs parallèles au.c 
directions asyniptotûiues de In conique. 

Soit inversement une quartiijue hieirculaire admettant les points 
cycliques comme points de rebroussement et un [)olnt double 0 à 
distance finie. Considérons un faisceau linéaire |K)ncluel d’hyper¬ 
boles équilatères T admettant le triangle OU comme triangle con¬ 
jugué commun, cl la transformation quadratique ponctuelle définie 
au moyen de ce faisceau dcconltpies. La transformée de la quartique 
est, d’après un ibéorème antérieur, une coniipio langenli'aux côtés 
(^l et OJ du triangle OU, c’est-ù-dire adnieltant le point 0 comme 
foyer. Il s’ensuit (|ue la quartique est l’Inverse, dans une inversion 
de pôle 0, d’une conique de foyer 0, symétrique de la conicpie 
précédente par raj)porl à une certaine droite passant par O. 


(') On appelle ovale de dassini le lieu des points dont le produit des distances à 
deux points fixes F et F' est constant. La leinniseute est l’ovulo de Cassini qui passe 
par le milieu 0 du segment FF', ce point étant nécessairement un point double de 
la courbe. 



6a 


TRANSFOHMATIOW QÜADHATIQÜB 


p. Considérons un faisceau linéaire ponctuel d'hyperboles équi- 
latères de même centre O et la transformation quadratique ponc- 
luelle définie au moycm de ce faisceau de coniques. Soit une 
conique S, autre qu’un cercle, passant par O. La transformation 
considérée la transforme en une cubique S'passant par les points 
cycliques et admettant le point O comme point double. Il s’ensuit 
que l’on a le théorème suivant: 

L’inverse dUine conique, autre qnan cercle, dans une inversion qui a 
pour pâle un point () de la conique est une cubique circulaire admets 
tant le point () comme point douhle, les tangentes en ce point àtajii 
parallèles aux directions asymptotiques de la conique. 

Ce théorème admet une réciproque: 

L inverse d'une cubique circulaire à poinJ. double, dans une inversion 
qui a pour pôle le point double, est une conique qui passe par le point 
double et dont les directions asymptotiques .sont les directions des tan¬ 
gentes au point double. 

En particulier, l’inverse d’une parabole, dans une inversion qui 

a pour ])ole un point de la 
parabole, est une cubique 
circulaire ayant le pôle 
d^inversion comme point de 
rebroussement. Une telle 
cubif[ue est dite une cis- 
soïde. 

L’inverse d’une hyper- 
boh; écpiilalèrc, dans une 
inversion fjui a pour pôle 
un point de riiyperbole, est 
une cubique circulaire ayant 
le pôle d'inversion comme 
point double à langentejs 
rectangulaires. Une telle 
cubique est dite une strophoïde. Soit A le point diamétralement 
opposé au point 0 sur l’hyperbole. Prenons pour puissance d’in¬ 
version OA^. M étant un point de l’hyperbole, son inverse est 
à l’intersection de la droite OM et du cercle tangent er) A à la droite 
OA et ])assant par M. La droite OA et la tangente OT en O à l’hy¬ 
perbole, de même que les droites MO et MA, font des angles opposés 
avec une asymptote ; donc, on a 

(AM,AO)=r(OT, OM). 
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D’autre part, on a 

(AM, AO) = (M'M,]VrA). 

On a donc 

(M'M,]NrA) = (OT,OM), 

ce qui prouve que, ai T est le point d’intersection de la tangente 
en 0 à J’iiypcrbole et de la droite M'A, on a TM' ^ TO. On retrouve 
ainsi la délinition élémentaire de la stroplioïde. 

V. Soient deux courbes S et S^ polaires réciproques Tune de 
l’autre par rapport à un cercle o» de centre O. Il est immédiat 
que l’inverse do l’une de ces courbes dans une inversion qui a pour 
pôle O et pour puissance le carré du rayon du cercle (o, coïncide avec 
la podaire de l’autre par rapport au point O. Or, si l’une des deux 
courbes est une conique qui ne passe pas ])ar O, l’autre est une 
conique autre qu’une parabole ; si runc des courbes est une conique 
qui passe par O, l’aulro est une parabole. On a par suite les 
théorèmes suivants : 

i" La podaire d'une (umifjne à centre par rapport à un point O est 
une (luarlhpie biciirufaire admettant le point 0 comme point double, les 
lafKjenles en ce point étant perpendiculaires aux tangentes menées de ce 
point à la conique. 

îi" La podaire d'une parabole par rapport à un point O est une 
eubiqae circulaire admettant le point O comme point double, les tan¬ 
gentes en ce point étant perpendiculaires aux tangentes menées de ce 
point à la conique. 

Ces deux Ibéorèiucs admettent des récipro([ues. 

En particulier, une hyperbole équilatère se transformant en elle 
meme par polaires réciproques par rapport au cercle concentrique 
qui passe par ses sommets réels, on voit (jue la podaire d'une hypèr- 
hole équilatère par rapport à son centre est une lemniscale (jui a pour 
point double réel le centre de l'hyperbole, les tangentes en ce point 
étant les asymptotes de l'hyperbole. 

Une conique de foyer O se transformant en un cercle ])ar polaires 
réciproques par rapport h un cercle de centre O, on voit aussi que 
la podaire d’un cercle par rapport à un point O est une quartique 
admettant les points cycliques comme points de rebroussement, le 
point O comme point double, les tangentes en ce point O étant perpen¬ 
diculaires aux tangentes menées deOau cercle. Une telle quartique est 
dite un lima<;on de Pascal. Quand le point 0 est situé sur le cercle, 
la quartique admet le point O comme point de rebroussement ; elle 
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pst dite alors une cardioïde. Vinverse d'Anne parabole dans une inver- 
sion qui a pour pôle le foyer de la parabole est une cardioïde qui admet 
le foyer de la parabole comme point de rebroussement à distance 
finie. 

Enfin, considcTons une parabole. La podaire de celle parabole 
par rapporl à un poinl O de sa dircelricc est 
une cubique circulaire qui admet le poinl (> 
comme point double, les langenles en ce point 
élaul rcclangulaires et coïncidant avec les 
tangentes menées de O à la parabole ; celte 
cubique est donc une sirophoïde. Soit T le poinl 
d’intersection d’une tangente à la parabole et 
de la directrice A. La droites symélricfue de A 
par rapport à la tangente à la parabole passe 
par le foyer F, et celle droite contient l’Iiomo- 
Ibétiquc M', dans rhornotliélic de pôle 0 cl 
de rapporl a, du pied M de la perpendiculaire 
menée de O sur la tangente à la parabole. Le 
lieu de M' est aussi une slrophoïde. Or, on a TM'== TO ; on 
retrouve encore ainsi la déllnition élémentaire de la slrophoïde. 

5. Soient un cercle I' et une droite A. Par un point li\e 0 de P 
menons une droite 
variable rencon¬ 
trant le cercle en 
un point variable P 
et la droite en un 
point Q. Soit sur 
cette sécante le 
point M tel (|ue 

l’on ait ôSi ^ PÇ. 

Nous allons montrer que le lieu de M est une cubique circulaire 
admettant le point () comme point double. 

En cllet, soit A le point diamélralemenl opposé au poinl O sur le 
cercle P ; la droite PA est perpendiculaire à la droite OP, Menons 
en M et Q les perpendiculaires à la droite OP, rencontrant OA res¬ 
pectivement aux points G cl B; on a évidemment 

cB ~ ÔA = const. 

Menons par Q la parallèle à OA, rencontrant MC en 1 ; on a 




IQ = CB = const. 
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Le lieu de I est donc une droite L parallèle à A. D’autre part, 
menons en 1 la parallèle à OP, c’est-à-dire la perpendiculaire à MG, 
rencontrant OA en F. On a 

FO =r Fq — const. 

Donc le point F est fixe. La droite MG enveloppe la parabole qui a 
pour foyer F et pour tangente au sommet L ; le lieu de M est la 
podaire de cette parabole par rapport à O ; par suite, c’est une 
cubique circulaire ayant le point O comme point double. La droite 
A est l’asymptote réelle de la cubique. 

Le point M coïncide avec O quand P coïncide avec un des points 
d’intersection de F et de A. Il s’ensuit que les tangentes en O sont 
les droites qui joignent le point O aux points d’intersection de F et 
de A. En particulier, si A est tangente à F, la cubique est une cis- 
soïdo, si A est un diamètre de J', la cubique est une stiophoïde. 

Tonte cubique circulaire à point double étant la podaire d’une 

parabole par rapport h son 
point double, le raisonne¬ 
ment précédent repris en sens 
inverse prouve que toute 
cubique circulaire peut être 
engendrée par le procédé qui 
vient d’être défini. 

Soient un triangle ABG, 
1 , 1,^, Ift, L les centres des 
cercles inscrit et exinscrits 
au triangle. Le quadrangle 
de sommets I, 1,,, L est 
orlhoccntrique ; les coniques 
circonscrites à ce quadrangle 
sont des hyperboles équila- 
tères r formant un faisceau 
linéaire ponctuel ; le triangle 
ABG est conjugué par rap¬ 
port à chacune des coniques du faisceau. 

Le faisceau définit une transformation quadratique ponctuelle. 
Le transformé M' d’un point M du plan est le point d’intersection 
des droites AM', BM', GM' symétriques respectivement des droites 
AM, BM, GM par rapport aux bissectrices des angles A, B, G du 
triangle donné. 

Faisons choix d’un point fixe O intérieur au triangle ABG, abais¬ 
sons de 0 les perpendiculaires sur les côtés du triangle et orientons 
Michel, Géom. mod. 5 



TRANSFORMATION QUADRATIQUE 


ces droites de manière que les demi^droites positives Oa, Op, Oy 
issues de O, sur ces droites, contiennent respectivement les points de 
rencontre des droites avec les côtés du triangle. Los mesures algé¬ 
briques Xj y, Z des vecteurs IViP, IVîÇ, mS comptées respectivement 
sur les ax(‘s Oa, Op, Oy sont dites les coordonnées triUnéaires nor¬ 
males du point M par rapport au triangle ABC. 

Si x'jy^z' sont les coordonnées trilinéaires normales du point 
M', il est facile de voir que l’on a les relations 

XX* = yy* — zz'. 

Les points M cl M' sont dits inverses Vun de l’autre par rapport 
au triangle ABC. 

Dans la transformation quadratique par points inverses par rap¬ 
port à un triangle, les centres des cercles inscrit et exinscrits au 
triangle se transforment en eux-mêmes, le point de concours des 
hauteurs du triangle et le centre du cercle circonscrit au triangle 
sont transformés l’un de l’autre. 

D’apres le théorème de Poncelet relatif aux tangentes menées 
d’un point à une conique et aux droites qui joignent ce point aux 
foyers réels de la conique, on voit que deux points inverses M et 
M' sont foyers d’une même conique inscrite au triangle ABC. 
Quand un des foyers est à l’infini, la conique est une parabole, le 
foyer à distance finie est alors sur le cercle circonscrit au triangle 
ABC ; autrement dit, dans la transformation par points inverses, 
la droite à l’infini et le cercle circonscrit au triangle ABC sont des 
courbes transformées l’une de l’autre. 

3° Soient les cercles F qui passent par deux points fixes A et B 
à distance finie ; ils forment un faisceau linéaire ponctuel. Parmi 
ces cercles, il en existe trois qui sont décomposés en deux droites ; 
l’un d’eux est formé de la droite AB, axe radical commun aux 
cercles l", et de la droite à l'infini ; les deux autres sont des cercles 
de rayon nul ayant pour centres P et Q situés sur la médiatrice de 
AB, ligne des centres des cercles F. Le triangle qui a pour sommets 
les points P et Q et le point à l’infini R sur la droite AB est conju¬ 
gué par rapport à tous les cercles 1\ 

Considérons la transformation quadratique ponctuelle définie au 
moyen du faisceau des cercles F. Le transformé M' d’un point M est 
le point de rencontre des perpendiculaires en P et Q respectivement 
aux droites MP et MQ ; c’est le point diamétralement opposé au 
point M sur le cercle qui passe par M, P, Q. Ainsi, 

La transformation qui feùi se correspondre deux points diamétralement 
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opposés sur un cercle variable qui passe par deux points fixes P et Q 
est une transformation quadratique. Les points singuliers de la trans¬ 
formation sont les points P et Q et le point à Vinjini R dans la direc¬ 
tion des perpendiculaires à la droite PQ. 


Soient deux points fixes P et Q. Mêlant un point variable, consi¬ 
dérons le point M' de concours des hauteurs 
du triangle MPQ ; le point M est le point 
de concours des hauteurs du triangle M'PQ. 
Soit d’autre part le point Mj diamétrale¬ 
ment opposé au point M sur le cercle MPQ. 
Les points M', P, Q et Mj sont évidemment 
les sommets d’un parallélogramme et par 
suite les points M| el M' sont symétriques 
par rapport au milieu 0 de PQ. On a ainsi 
le théorème suivant : 



La transformation qui fait correspondre à un point M le point M' de 
concours des hauteurs du triangle qui a pour sommets deux points 
fixes P et Q du plan et le point M est le produit dUrne transformation 
quadratique, qui a pour points singuliers les points P et Q el le point K 
à Vinfini dans la direction des perpendiculaires à PQ, et d'une symé¬ 
trie par rapport au milieu O de PQ. 

4" Soit un triangle ABC, Les trois côtés de ce triangle et la 
droite à l’infini sont les côtes d’un qua¬ 
drilatère complet; les points A, B, C 
sont trois des sommets de ce quadrila¬ 
tère, les sommets opposés sont respec¬ 
tivement les points ii rinüni A', B', C' 
des droites BG, GA et AB. Il e.xiste 
une infini lé de coniques V inscrites 
à ce quadrilatère complet ; ce sont les 
paraboles qui sont inscrites au triangle 
donné ABG ; elles forment un fai.s- 
ceau linéaire tangentiel. Parmi ces coniques il en existe trois 
décomposées en deux points ; ce sont les couples de points A et A', 
B et B', G et C^. Le triangle PQR dont les côtés sont les parallèles 
menées par les sommets du triangle ABG respectivement aux côtés 
opposés est conjugué par rapport à chacune des coniques T. 

Gonsidérons la transformation quadratique tangcnticllc définie 
au moyen du faisceau linéaire tangentiel des coniques F. La trans¬ 
formée D' d’une droite D qui rencontre les côtés du triangle PQR 
aux points a, p, y rencontre les côtés du triangle PQR aux points 
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a', P', y' respectivement symétriques de a, p, y par rapport aux 
milieux des cotés QK, HP et PQ du triangle PQH. D’après une déno¬ 
mination due à G. de Longehamps, les droites D et D' sont des trans¬ 
versales réciproques du triangle PQH. La transformation par transver¬ 
sales réciproques est une transformation quadratique tangentielle dont les 
droites singulières sont les eùlés du triangle par rapport auquel les 
droites transformées sont transversales réciproques. 

5" Soient les coniques l' qui admettent comme foyers deux points 
réels F et F' donnés à distance linic ; ces coniques forment un 
faisceau linéaire tangcntiel. Considérons la transformation quadra¬ 
tique tangentielle déQiilc au moyen de ce faisceau. La transformée 
D' d’une droite D est la normale à la conique F tangente à D, dont 
le pied est le point de contact de F et de D. 

Si la droite D varie en enveloppant une conique F, la droite D' 
reste toujours normale à celte conique au point de contact avec D ; 
autrement dit, la transformée quadratique tangentielle de la 
conique F est la développée de cette conique. 11 s’ensuit que la déve¬ 
loppée d’une conique à centre est une courbe de la quatrième classe qui 
admet les axes de la conique et la droite à Vinfini comme tangentes 
doubles de rebroussemeni. Les axes de la coni(|ue sont axes de symé¬ 
trie de cette courbe. Les points de rebroussement situés sur chacun 
des axes sont les conjugués harmoniques par rapport aux foyers 

situés sur l’axe des points d’inter¬ 
section de Faxe avec la conique ; 
les directions asymptotiques de la 
développée sont perpendiculaires 
aux directions asymptotiques de 
la coniijue. 

Réciproquement, soit une cour¬ 
be S de la quatrième classe, 
admettant comme tangentes dou¬ 
bles de rebroussement deux droi¬ 
tes rectangulaires Ox et Oy et la 
droite à l’infmi, les points de 
rebroussement à distance finie 
étant les sommets d’un losange 
(autre qu’un carré) de diagonales 
Ox et Oy, Montrons que cette courbe est la développée d’une 
conique à centre. 

Supposons en elîct que la distance des points de rebroussement 
a et et' situés sur Ox soit plus petite que la distance des points de 
rebroussement p et situés sur Oy. Cherchons une conique F ayant 
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pour axe focal Oa;, pour axe non focal Oj, de façon que a et a' 
soient conjugués harmoniques des sommets A et A' situés sur Oar 
par rapport aux foyers réels F et F' situés sur Ox et que fJ et p' 
soient conjugués harmoniques des sommets B et B' situés sur Oj 
par rapport aux foyers imaginaires 9 et 9 ' situés sur Oj. On doit 
avoir, en désignant par c la distance de O à chacun des points F 
et F', 


OA=: 


Oa’ 


OB = 


0^’ 


d’où, en élevant au carré et en retranchant. 



égalité qui détermine les foyers et les sommets de la conique 1 ’ 
cherchée. 

Considérons la développée S' de cette conique T ; c’est une coiirbc 
de la quatrième classe qui admet les droites et Oy comme tan¬ 
gentes doubles de rebroussement, les points de contact étant les 
points a et a', p et p', et qui admet aussi comme tangente double 
de rebroussement la droite à l’infini. Or, quand deux courbes ont 
une tangente double commune, cette droite compte au moins pour 
quatre dans le nombre des tangentes communes aux deux courbes ; 
elle compte au moins pour six quand les deux points de contact 
avec les deux courbes sont les memes, et au moins pour huit quand 
ces deux mêmes points de contact sont de rebroussement. D’après 
cela, on voit que les deux courbes S et S' ont au moins 8 -f- 8 4, 

c’est-à-dire tangentes communes; ce nombre étant supérieur au 
produit des classes des deux courbes, ces deux courbes sont confon¬ 
dues. 

Par application de ce qui précède, proposons-nous de déterminer 
les normales à une conique à centre qui passent par un point 
donné P à distance finie. Le point P a, comme nous le savons, pour 
courbe transformée une parabole 11 tangente aux axes de la 
conique P. Les quatre tangentes communes à cette parabole et à la 
conique P ont pour transformées les quatre normales cherchées. La 
parabole M est tangente à la polaire de P par rapport à P. Elle a 
pour transformée par polaires réciproques par rapport à P une 
conique qui passe par le centre de P, les points à Pintini sur les 
axes de 1 % le point P et les pieds des quatre normales menées de 
P à P ; celte conique est l’hyperbole d’Apollonius relative au 
point P. 
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4. Considérons deux coniques proprement dites, tangentes en 
un point A et se rencontrant en deux autres points dikincts B et C. 
Il existe un faisceau linéaire ponctuel de coniques P qui contient 

ces deux coniques ; les coni¬ 
ques r sont tangentes en A à 
chacune des deux coniques, à 
l’exception de la conique for¬ 
mée des droites AB et \G, qui 
admet le point A comme point 
double. Outre cette conique, 
le faisceau linéaire contient 
encore une conique décom¬ 
posée, formée de la tangente 
en A aux coniques T et de la droite BG. Le point P d’intersection 
de ces deux droites a par rapport aux coniques F une même polaire 
A qui passe pai* A et par le conjugué harmonique 1 de P par rapport 
aux points B et G. Les polaires d’un point M quelconque du plan 
par rapport aux coniques ]’ sont concourantes en un point M', 
qui est, en particulier, le point de rencontre de la droite conju¬ 
guée harmonique de la' droite AM par rapport aux droites AB et 
AG et de la droite conjuguée harmonique de la droite PM par 
rapport aux droites PA et PBC. Le point M/ sera dit encore 
transformé quadratique de M. La transformation ponctuelle ainsi 
définie est réciproque. 

Quand M est en A, M' est indéterminé sur la droite PA ; quand 
M est en P, M^ est indéterminé sur la droite A. Les points A cl P 
sont dits points siiujuliers de la transformation, la droite PA et la 
droite A sont dites droites singulières de la Iransforination. 

On a les ihéorèincs suivants, qui se démontrent comme les théo¬ 
rèmes correspondants relatifs à la transformation quadratique 
ponctuelle délinic au moyen d’un faisceau linéaire de coniques 
ayant quatre points communs distincts. 

1 “ La transformée d"une droite quelconque est une conique passant 
par P et A, et tangente en A à la droite A. 


2 ** La transformée dUine conique qui ne passe ni par A ni par P est 
une quartûjue, unicursale comme la conique elle-même^ qui admet 
seulement deux points doubles, le point A qui est de rebroussement, la 
tangente en A étant A, et le point P, où les tangentes sont les droites 
conjuguées harmoniques par rapport aux droites PA et PBG des 
droites qui joignent le point P aux points d'intersection de la conique 
auec la droite A. 
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Il n’cxisie pas de point de rencontre autre que A de la quartique 
avec la droite A ; le point A cojmple pour quatre dans rintcrscctioa 
de la quartique et de la tangente en A. 

3° La transformée (Vune conique qui passe par A sans y être tan¬ 
gente à A et ne passe pas par P est une cubique qui admet le point A 
comme point doubte et le point P comme point simple. Uune des tan¬ 
gentes en A est la droite A ; la tangente en P est conjuguée harmonique 
par rapport aux droites PA et PPG de la droite qui joint le point P 
au point de rencontre autre que A de ta conique avec la droite A. 

Si la conique passe par A et y est tangente h la droite AP, le 
point A est un point de rebroussement de la cubique Iransfonnée, 
la tangente de rebroussement étant A. Si, en outre, la polaire de 
P par rapport à la conique est la droite A, le point P est d’inflexion. 
Ce double résultat s’applique en particulier à la transformée d’une 
conique F proprement dite. 

/i" La transformée d’une conique qui passe par 1* et ne passe pas 
par A est une cubique qui admet 1* comme point double et qui est tan¬ 
gente en A à A. 

5® La transformée d'une conique qui est tangente en A à A et ne 
passe pas par P est une conique tangente en A à A et ne passant pas 
par le point P. 

6 " La transformée d'une conique qui passe par P et qui passe par A 
sans y être tangente à A est une conique passant par P et A. 

7 ” La transformée d'une conique passant par P et tangente en A à A 
est une droite. 

Corrélativement, considérons un faisceau linéaire tangentiel de 
coniques F tangentes en un même point A et tangentes à deux 
droites distinctes autres que leur tangente commune en A. A toute 
droite A du plan il correspond une droite A' lieu des pôles de A par 
rapport aux coniques F ; cette droite A' sera dite encore trans¬ 
formée quadratique de A ; la transformation tangentielle ainsi défi¬ 
nie est réciproque. 

On a des théorèmes qui se déduisent des précédents par applica¬ 
tion du principe de dualité. 

5. Applications. — 1 “ Soit un faisceau linéaire ponctuel de 
cercles F tangents en un point A. La transformation définie au 
moyen de ce faisceau fait correspondre à un point M du plan le 
point d’intersection M' de la perpendiculaire en A à la droite AM 
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avec la droite symétrique par rapport à la tangente en A de la 
parallèle à cette tangente en A menée par le point M. 

Supposons que M décrive un cercle T ; le point transformé M' est 
le point d’intersection de la tangente 
au cercle l' et de la perpendiculaire en 
A à AM. Le lieu de M' est une cubi¬ 
que qui admet le point A comme 
point de rebroussement et le point h 
l’infini dans la direction de la tangente 
en A comme point d’inllcxion. La tan¬ 
gente de rebroussement est la droite A, 
ligne des centres des cercles V ; l’asymp¬ 
tote d’inflexion est la droite symétrique 
par rapport à la tangente en A de la tangente au point A' du cercle 
I'' qui est diamétralement opposé au point A. Enfin, les points 
cycliques, communs aux cercles 
r, coïncident avec leurs trans¬ 
formés quadratiques ; il s’ensuit 
que la cubique est circulaire. 

Considérons le cercle de dia¬ 
mètre AB symétrique du cercle 
r par rapport h la tangente en 
A. La droite AM' rencontre ce 
cercle en K et la tangente en B à ce cercle en L. Les droites A'M 
et AK sont parallèles; les deux triangles A'MA et AKB se dédui¬ 
sent Tun de l’autre par translation ; donc, on a KB — AM. D’autre 
part, on a 

ivfîî: ='LÂB = = ÂMM’. 



11 s’ensuit que les deux triangles MAM' et BKL sont égaux ; donc 
on a Â]rr = kt, et on voit ainsi que le lieu de M' est une cissoïde 
droite, telle qu’on la définit élémentairement. 

2 ® Soit un faisceau linéaire tangentiel de paraboles T bomo- 
focales. La transformation quadratique tangentielle définie au 
moyen de ce faisceau fait correspondre à une droite A du plan la 
perpendiculaire A' à A menée par le point de contact de A avec la 
parabole V qui lui est tangente. La transformée quadratique d’une 
parabole T est la développée de cette parabole. On voit d’après cela 
que la développée d*wie parabole est une courbe de la troisième classe 
admettant la droite à Vinfini comme tangente d'inflexion, le point 
d'inflexion étant à l'infini dans la direction des perpendiculaires à l'axe 
de la parabole, et admettant l'axe de la parabole comme tangente de 
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rebroussementj le point de rebroussement étant symétrique du sommet 
de la parabole par rapport au foyer. Celle courbe est du troisième 
degré. 

3® Soient les hyperboles équilatèrcs T circonscrites au triangle 
ABC rectangle en A. billes sont tan- 
A gentes en A à la hauteur Ail et for¬ 

ment un faisceau linéaire ponctuel. 

La transformation quadratique 
ponctuelle définie au moyen de ce 
faisceau linéaire fait correspondre à 
un point >M du plan le point M' d’in¬ 
tersection de la droite symétrique de 
M” AM par rap])ort à AB ou à AC et de 
la droite symétrique de 11M par rap¬ 
port à Ali ou à BG. Soit M" le symétrique de M' par rapport h 
AH; ce point est situé sur MH. Montrons cpie l\ingle (AM, AM") 
est constant. En efiet, on a 

(AM, AM") = (AM, AM') -f- (AM', AM") ; 



mais, on a 


(AM, AM') == a(AB, AM'), (AM', AM") a(AM', AH) ; 


donc, on a 


(AM, AM") = a(AB, AH) = const. 

Cette constante étant arbitraire, on a ainsi le théorème suivant : 

Étant donné un segment de droite AH, la transformation qui fait 
correspondre ù un point M le point M" situé sur la droite HM et tel que 
rang le (AM, AM") ai/ une valeur donnée est le produit d\ine transfor¬ 
mation quadratique et d'une symétrie par rapport à la droite AIL 

Le point II a la même polaire par rapport aux coniques T ; cette 
droite passe par A et par le conjugué harmonique K de H par rap¬ 
port aux points B et C ; c’est donc la tangente en A au cercle de 
diamètre BC. 

La transformation quadratique de M en M' transforme une 
droite quelconque en une conique passant par H, par A et tangente 
en A à la droite AK ; la transformation de M en M" transforme 
donc une droite quelconque en une conique passant par H, par A 
et tangente en A à la symétrique de AK par rapport à AH, et réci¬ 
proquement. La transformation de Men M'transforme une conique 
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ne passant pas par H et tangente en A à AK en une conique ne 
passant pas par II et tangente en A à AK, et la transformation 
de M en M" transforme une conique ne passant pas par H et tan¬ 
gente en A à AK en une conique ne passant pas par II et tangente 
en A à la symétrique de AK par rapport h AH. 

La transformation de M en M' transforme le point cyclique I en 
le point cyclique J ; la transformation de M' en M" transforme J 
en I ; donc la transformation de M en M" transforme chaque point 
cyclique en lui-mème. Un cercle S tangent en A à AK, ne passant 
pas par H, se transforme en un cercle S" ne passant pas |>ar H et 
tangent en A à la droite symétrique de AK par rapport à AH. 
D’autre part, la transformation de M en M" transforme en ellc- 
môme une droite passant par H ; il s’ensuit que les tangentes 
menées de H au cercle S sont aussi tangentes au cercle S"; les 
cercles S et S" ayant deux points réels communs, le point II, qui 
est réel, ne peut être qu’un centre d’homothétic des deux cercles. 
Quand le point M variable sur S tend vers A, le point M" variable 
sur S" tend vers le point a autre que A d’intersection do S" avec la 
droite AH ; la tangente aT au cercle S" est parallèle à la tangente 
AK au cercle S en A. On a 

(M"a, M"A) = (aT, a A) = (AK, AH) (MA, M"A) ; 


donc les droites AM et aM" sont parallèles, et les deux points M et 
M" sont homologues sur les cercles S et S" ; les tangentes en M et 
M" à ces deux cercles sont parallèles. 

La transformation de M en M" transforme une conique qui passe 
par A et II et qui n’est pas tangente 
en A à AK en une conique passant 
par A et II ; si la conique est un 
cercle, sa transformée est un cercle. 




4® Soient un angle droit æOj' et 
une droite Oz. Considérons les 
hyperboles équilatères F qui pas¬ 
sent par 0, y sont tangentes à Oz 
et admettent les directions de Ox 
et de Oj comme directions asymp¬ 
totiques. Ces coniques forment un faisceau linéaire ponctuel. 

La transformation quadratique ponctuelle définie au moyen de 
oe faisceau linéaire fait correspondre à un ])oint M du plan le 
point M' d’intersection de la droite syniéli ique de la droite OM par 
rapport à Ûx ou à Oy et de la droite symétrique par rapport à Oz 
de la parallèle à Oz menée par M. Soit M" le symétrique de par 
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rapport à Oz. Montrons que Vangle (OM, OM') est constant En 
clTet, on a 

(OM, OM") (OM, OM/) -f-(OM', OM") 

~ a(0.r, OM') a(OM', Os) — a(Ox, Os) = const. 

Getlc constante étant arbitraire, on a ainsi le théorème suivant: 

Etant donnée une droite Os, la transformation qui fait correspondre 
à un point M le point M" situé sur la parallèle à Os menée par M et 
tel que tangle (OM, OM") ait une valeur donnée est le produit d'aune 
transformation quadratique et d*une symétrie par rapport à Os. 

Le diainèlro conjugué de la direction de Os par rapport aux 
coniques T est la droite A syiiiéliique de Os par rapport à Ox et ù 
Oy. La Iransfornialion de M en M" transforme une conique tan¬ 
gente en O à A, qui n’adrnet pas Os comme direction asympto¬ 
tique, on une conique tangente en f) à la droite symétrique de A 
par rapport à Os; en particulier, si la conique est un cercle, sa 
transformée est aussi un cercle, qui se déduit du premier par 
translation ; les points M et M" correspondants sur les deux cercles 
sont tels que les tangentes en ces (x>ints soient parallèles. 

6. Considérons un faisceau linéaire ponctuel de coniques F oscu- 
lalrices en un point A ci se rencontrant en un point H. On peut 
encore faire correspondre à un point M quelconque le point M' 
commun aux polaires de M par rapport aux coniques I'; le point 
M' est encore dit transformé quadratique de M ; la transformation 
est réciproque. Il n’exlsle plus qu’un point singulier (jui est le 
point A et une seule droite singulière qui est la tangente en A aux 
coniques 1\ 

Notons le résultat suivant : dans la transformation précédente, la 
transformée d'une conique quelconque qui ne passe pas par A est une 
courbe unicursale du quatrième degré qui n'a pas d'autres points mul¬ 
tiples que le point double A. 

7. Soient un triangle PQR et une conique fixe ü, proprement 
dite, ou bien décomposée en deux droites distinctes ou confondues. 
A étant une droite variable du plan, il existe une conique S cir¬ 
conscrite au triangle PQR et passant par les points d’intersection A 
et R de la droite A et de la conique U. Celte conique rencontre la 
conique U en deux autres points A' et B'; soit A' la droite qui 
passe par ces deux points, tangente à la conique ü si les deux points 
sont confondus. Nous allons montrer que la transformation évidem- 
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ment réciproque qui fait se correspondre les droites A et A' est une 
transformation quadratique tangentielle. 

En effet, soient p ci p\ q et q'^ r et r' les points d’intersection 
de la conique U respectivement avec les droites QR, RP et PQ, et, 
d’autre part, soient a et a' les points doubles de Tinvolution qui con¬ 
tient les deux couples de points p, p' et Q, R, et p' les points dou¬ 
bles de l’involution qui contient les deux couples de points q, q' et R, 
P, y et y' les points doubles de Tinvolution qui contient les deux 
couples de points r, r' et P, (J. Les droites I) et D', qui forment 
une conique faisant partie du faisceau linéaire ponctuel qui contient 
les coniques U et S, rencontrent la droite QR en deux points qui, 
d’apres le théorème de Desargiies, sont conjugués harmoniques par 
rapport aux points a et a'. De même, elles rencontrent la droite 
RP en deux points conjugués harmoniques par rapport aux points 
P et P', et la droite PQ en deux points conjugués harmoniques par 
rapport aux points y et y'. Il s’ensuit que la transformation de A en 
A' est la transformation quadratique tangentielle définie au moyen 
du faisceau linéaire tangentiel qui contient la conique décomposée 
en les points a et a', la conique décomposée en les points p et p', 
et, par le fait même, la conique décomposée en les points y et y'. 
Les côtés du triangle PQR sont les droites singulières de la trans¬ 
formation. 

Par transformation par polaires réciproques par rapport à U, on 
voit que la transformation réciproque qui fait se correspondre les 
pôles M et M' des droites A et A' par rapport è U est une transfor¬ 
mation quadratique définie au moyen du faisceau linéaire ponctuel 
de coniques transformé par polaires réciproques par rapport à U 
du faisceau linéaire tangentiel précédent. Les points singuliers de 
cette transformation quadratique ponctuelle sont les pôles des côtés 
du triangle PQ)R par rapport à la conique U. 

Des propriétés de la transformation quadratique tangentielle qui 
ont été établies, il résulte le théorème .suivant; 

Soit une conique variahle circonscrite à un triangle fixe PQR et tan¬ 
gente à une conique fixe U. A c/ R étant les points d^ntersection, autres 
que le point de contact, de la conique variahle et de la conique fixe, la 
droite A R a pour enveloppe une courbe de la (juatrième classe qui admet 
les cotés du triangte PQR comme tangentes doubles. 

Si, en particulier, le triangle PQR est conjugué par rapporté la 
conique U, la courbe de la quatrième classe admet les côtés du 
triangle PQR comme tangentes doubles de rebroussement ; les 
points de rebroussement sont les points de rencontre de la conique 
avec les côtés du triangle PQR. 
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Corrélativement, soient un triangle fixe PQU et une conique fixe 
U, proprement dite ou bien décomposée en deux points distincts ou 
confondus. M étant un point arbitraire du plan, il existe une 
conique S inscrite au triangle PQK et tangente aux deux tan¬ 
gentes menées du point M à la conique U. Les deux coniques admet¬ 
tent deux autres tangentes communes qui se coupent en un point 
M', situé sur U si ces deux tangentes sont conrondues; la transfor¬ 
mation évidemment réciproque qui fait se correspondre les points M 
et M' est une transformation quadratique dont les points simjuliers 
sont les points P, Q, R. La transformation réciproque qui fait se cor¬ 
respondre les polaires A et A' de M et de M' par rapport à L) est une 
transformation quadratique dont les droites singulières sont les polaires 
des points P, Q, K par rapport à Ü. 

On a le tliéorème suivant : 

Soit une conique variable inscrite à un triangle fî.re PQR et tan¬ 
gente à une conique fixe U. Le lieu du point de rencontre des tan¬ 
gentes communes aux deux coniques^ autres que la tangente en leur 
point de contact^ est une courbe du quatrième degré qui admet les som¬ 
mets du triangle PQR comme points doubles. 

Si, en particulier, le triangle PQR est conjugué par rapport h la 
conique U, la courbe du quatrième degré admet les points P, Q, 
R comme points doubles d’inllexion; les tangentes d’inflexion sont 
les tangentes menées à la conique ü par les points P, Q, R. 

8. Applications. — i" Soit une conique U à centre, l ne 
droite arbitraire A la rencontrant en deux points A et R, menons 
les normales à U en A et R, qui se coupent en un point P, dit 
pôle normal de A par rapport à ü- De P, on peut mener à U deux 
autres normales ayant leurs pieds en A' et IV ; soit A' la droite 
qui joint ces doux points. La transformation réciproque qui fait se 
correspondre A et A' est quadratique. Ln elfel, les quatre points A, 
R, A', IV sont les points d’intersection de la conique U avec une 
hyperbole circonscrite au triangle qui a pour côtés les axes de la 
conique et la droite à l’infini. Ce triangle est conjugué par rapport 
àü. 

On a le théorème suivant : 

D^un point variable de la développée d'une conique à centre, on 
mène les deux normales èi la conique autres que la tangente en ce point 
à la développée. La droite qui joint leurs pieds sur la conique enveloppe 
une courbe de la quatrième classe qui admet les axes de la conique et 
la droite à l'infini comme tangentes doubles de rebroussement, les points 
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de rehroastement étant les quatre sommets de la conique et ses deux 
points à rinfini. 

On peut encore dire que cette droite est normale à une conique 
fixe ayant pour axes les axes de la conique donnée. 

Soient M et M'les pôles de A et de A' par rapport à Ü. La trans¬ 
formation réciproque qui fait se correspondre les points M et M' est 
une transformation quadratique ponctuelle dont les points singu¬ 
liers sont le centre de la conique U et les points à rinfiui sur les 
axes de la conique U. Les projections des deux points M et M' sur 
un axe de la conique ü forment un couple de l’involution qui con¬ 
tient le couple des extrémités de Taxe de U et le couple formé du 
centre de U et du point à Tinfini sur Taxe. D’après cela, si ar et^ 
sont les coordonnées de M, x' et y' celles de M' par rapport aux 
axes de U, on a 

xx' = — a^, yy' = — b\ 
a eib étant les demi-longueurs des axes de la conique U. 

2 " Soit une hyperbole équilatère fixe U, de centre O. Une parabole 
variable ayant pour foyer le point O et tangente à l’hyperbole équi¬ 
latère admet avec cette conique deux tangentes communes autres 
que la tangente en leur point de contact. Comme cette parabole 
est inscrite au triangle qui a pour sommets le point O et les deux 
points cycliques I et J, lequel triangle est conjugué par rapporté 
U, le lieu du point M d’intersection des tangentes communes à 
l’hyperbole et à la parabole autres que la tangente en leur point de 
contact est une courbe du quatrième degré qui admet les points 0, 
1, J comme points doubles d’inflexion, les tangentes en O, qui sont 
les asymptotes de l’hyperbole, étant rectangulaires. Cette quartique 
est donc une lemniscate de liernoulli. 

3" Soit une conique variable inscrite à un triangle fixe PQR 
dont les sommets sont à distance finie. La transformation qui fait 
SC correspondre les asymptotes d’une telle conique est une transfor¬ 
mation quadratique iangentielle dont les droites singulières sont 
les côtés du triangle PQR. Pour le voir, il suffit de prendre comme 
conique U la conique décomposée en deux droites confondues avec 
la droite à l’infini. 

9. Remarques. — Conservant, dans ce qui précède, la conique 
U, on peut encore définir une transformation quadratique tangen- 
tielle en considérant un couple de sécantes communes variables à 
la conique U et à une conique S variable passant par un point fixe 
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P et tangente à une droite fixe en un point Q, et aussi en considé¬ 
rant un couple de sécantes communes variables à la conique U et 
à une conique osculatrice à une conique donnée en un point donné. 
De même, on pourra définir une transformation quadratique ponc¬ 
tuelle en considérant un couple de points de rencontre de tangentes 
communes à la conique U et à une conique tangente à une pre¬ 
mière droite fixe et à une seconde droite fixe en un point donné, 
et aussi en considérant un couple de points de rencontre de tan¬ 
gentes communes à ta conique U et à une conique variable oscu¬ 
latrice à une conique donnée en un point donné. 



CHAPITRE V 


QUADRILATÈRES INSCRITS ET CIRCONSCRITS 
A DEUX CONIQUES 

CONIQUES HARMONIQUES PONCTUELLE ET TAN6ENTIELLE 


1. Théorème. — Étant données deux coniques T et F', s*U existe 
un quadrilatère ARA'IV, de diagonales AA' et RR', inscrit à F* et cir¬ 
conscrit à I’', il en existe une infinité ('). 

Soit I le point de rencontre des diagonales AA' et RR'. Le couple 
des tangentes à F' menées par un point 
M quelconque de F fait, d’après le théo¬ 
rème corrélatif du théorème de Desar¬ 
gues, partie de Finvolution qui contient 
le couple des droites MA et MA' et le 
couple des droites MR et MR'. Par suite, 
les points N et N', autres que M, d’in¬ 
tersection de ces tangentes à F' avec F 
sont, d’après le théorème de Frégicr, en 
ligne droite avec le point I. De meme, 
les tangentes à F', menées soit par N, 
soit par N', rencontrent F en deux points 
dont Fun est M, l’autre étant à l’intersection de F avec la droite 
IM. Ainsi, le quadrilatère MNM'N', de diagonales MM' et NN', est 
inscrit à l” et circonscrit à F'; comme M est un point arbitraire de 
I', le théorème est établi. 

Remarquons que les diagonales MM' et NN' se rencontrent au 
point I et que, d’après le théorème corrélatif du théorème de De¬ 
sargues, ces deux droites sont conjuguées harmoniques par rapport 



(^) Ce théorème OHt tlù à Poncelet, qui a démontré le theorem plus générale 
suivant : Étant données deux coniques F et F', s’il existe un contour polygonal fermé 
de n côtés qui soit inscrit à F et circonscrit d F', U en existe une infinité, n étant un 
entier quelconque donné supérieur à 3. 
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aux tangentes menées de I à la conique T'. D’autre part, soient P 
et P' le point de rencontre des droites MIN et M'N' et le point de 
rencontre des droites MN' et M'N ; la droite PP' est la polaire 
du point 1 à la fois par rapport à P et par rapport à 1''. Enfin, 
d’après le théorème de Desargues, les points P et P' sont conjugués 
harmoniques par rapport aux points d’intersection de la droite PP' 
et de la conique P. 

Théorème. —- Étant donnés une conique P et un point 1 non 
situé sur P, t'enveloppe d'une droite A telle que le couple des droites 
qui joignent le point I à ses points de rencontre avec P fasse partie 
d'une involation donnée est une conique P'. 

En eflet, soient A et A', B et B' les points d’intersection de P 
avec deux droites formant un couple de l’involiition donnée, G et 
G', D et D' les points d’intersection de P avec deux droites formant 
un second couple de cette même involution. Il existe une conique 
P' inscrite au quadrilatère ABA'B' et tangente à la droite GD. 
Gomme il existe un quadrilatère inscrit P et circonscrit à P', il 
en existe une infinité, et, parmi ces quadrilatères, il en existe un 
qui a pour coté GD; les diagonales de ce quadrilatère se rencontrent 
en I, et ce quadrilatère est par suite le quadrilatère CDG'D'. La 
conique P' étant définie de la façon précédente, le couple des dia¬ 
gonales d’un quadrilatère variable MNM'N' inscrit à P et circon¬ 
scrit à P' fait partie d’une involution fixe, qui, ayant deux couples 
communs avec Pinvolution donnée, coïncide avec elle, d’où il 
résulte que l’enveloppe cherchée est la conique P'. Les tangentes 
menées de I à la conique P' sont les droites doubles de Pinvolution 
donnée. 

Une tangente A à la conique 1"' est partagée harmoniquement 
par la conique P et le couple des rayons doubles de Pinvolution 
donnée. On a ainsi le théorème suivant ; 

Étant donnés une conique P et un couple de droites a et a' ne se 
rencontrant pas en un point de P, l'enveloppe des droites A qui sont 
partagées harmoniquement par P et par le couple des droites a et a' 
est une conique P' telle qu'il existe une infinité de quadrilatères inscrits 
à r et circonscrits à P'. 

Nous désignerons la conique P' sous le nom de conique tangen- 
iielle harmonique relative à P et au couple des droites a et a'. Elle est 
tangente aux droites a et a', et la droite qui joint les points de con¬ 
tact est la polaire par rapport à P du point de rencontre de a et de a'. 

Micuei., Géom. mod. fi 
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2. Par application du principie de dualité, on a les théorèmes sui¬ 
vants : 

I ® Étant donnés une conique T' et une droite L non tangente d F', 
le lieu d*un point M tel que les tangentes menées de ce point à F' ra/i- 
contrent L en un couple de points faisant partie dhine involution fixe 
est une conique F. 

2 ® Étant donnés une conique V' et un couple de points to et t»' non 
situés sur une même tangente à F', le lieu d'un point M tel que les tan^ 
gentes menées de ce point à F^ soient conjuguées harmoniques par rap^ 
port aux droites Mw et Mai' est une conique F telle qu*il existe une 
infinité de quadrilatères circonscrits à F' et inscrits à F. 

Nous désignerons la conique F sous le nom de conique ponctuellè 
harmonique relative à V' et au couple des points to et to'. Elle passe 
parles points to et a/, et le point de rencontre des tangentes eh m et 
•o' est le pôle de la droite om' par rapport à F'. 

3. Applications. — i® Étant donnés une conique F et an point 
I non situé' sur F, l'enveloppe des cordes MN de F qui sont vues de I 
sous un angle droit est une conique F' qui a pour foyer le point I et 
pour directrice correspondante la polaire de I par rapport à F. 

Pour que F' soit tangente à la droite à Finfini, autrement dit, 
pour qu’elle soit une parabole, il faut et il sufiit que F soit une 
hyperbole équilatèrc. Pour que F' soit un cercle, il faut et il suffit 
que la polaire de I par rapport à F soit la droite à l’infini, autre¬ 
ment dit, que 1 soit centre de la conique F. 

Par application du théorème de Frégier, les cordes MN d’une 
conique F qui sont vues sous un angle droit d’un point 1 de cette 
conique passent par un point fixe situé sur la normale en I à la 
conique. 

Quand F n'est pas une hyperbole équilalère, le lieu des projections 
d'un point fixe I sur les cordes de F qui sont vues de 1 sous un angle 
droit est un cercle ; quand F est une hyperbole équilalère, ce lieu est 
une droite. 

2 ® Le lieu des points d'où ion peut mener à une conique à centre 
deux tangentes rectangulaires est un cercle concentrique à la conique. 
Ce cercle, dit orthoptique, est la conique ponctuelle harmonique relative 
à la conique donnée et au couple des points cycliques. 

S’il s’agit d’une parabole, le lieu devient une droite, par appli¬ 
cation du théorème corrélatif du théorème de Frégiei*. Cette droite, 
qui est la directrice de la parabole, est dite droite orthoptique. 
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Soient deux coniques S et S^ D’un point A commun aux cercles 
ociboptiques de ces deux coniques on voit chacune des deux coni¬ 
ques sous un angle droit. L'involution formée par les couples de 
tangentes menées de ce point aux coniques du faisceau linéaire tan- 
gentiel qui contient S et S', contenant deux couples de droites rec¬ 
tangulaires, admet pour rayons doubles les droites isotropes qui 
passent par le point A ; les couples de l’involution sont par suite 
tous formés de droites rectangulaires ; autrement dit, le point A 
est situé sur le cercle orthoptique d*une quelconque des coniques 
du faisceau linéaire tangentiel. 

Donc, 

Il existe deux points, distincts ou confondus, d'où Von voit sous un 
angle droit toutes tes coniques d'un faisceau linéaire tangentieL 

Autrement dit, 

Les cercles orlhoptiques des coniques d'an faisceau linéaire langen- 
tiel forment un faisceau linéaire ponctuel. 

Ce théorème est dû «H Plücker. 

L’axe radical des cercles ortlioptiques est la directrice de la para¬ 
bole du faisceau linéaire tangentiel. Les centres des cercles de rayon 
nul qui font partie du faisceau linéaire des cercles ortlioptiques 
(points de Poncelet) sont les centres des hyperboles équilatères du 
faisceau linéaire tangentiel. 

Considérons les coniques qui sont inscrites à un quadrilatère com¬ 
plet dont les sommets opposés sont A et A’, B et B', C et G'. Ces coni¬ 
ques forment un faisceau linéaire tangentiel, et, parmi elles, se trou¬ 
vent les coniques décomposées en les points A et A', B et B', C et 
C^ Les cercles orthoptiques de ces coniques décomposées sont les 
cercles de diamètres AA', BB', GC'. On a ainsi le théorème suivant : 

Les cercles qui ont pour diamètres les diagonales d'un quadrilatère 
complet ont même axe radical. 

Il en résulte que les milieux des diagonales du quadrilatère 
complet sont trois points en ligne droite. 

Considérons les coniques qui sont tangentes en deux points 
donnés A et B à deux droites données Oo; et Oy. Elles forment un 
faisceau linéaire tangentiel et leurs cercles orthoptiques forment un 
faisceau linéaire ponctuel. Un de ces cercles est le cercle de diamètre 
AB. Un des points, de Poncelet du faisceau de cercles est le point 
0 ; l’autre est le centre de l’hyperbole équilatère tangente en A et 
B aux deux droites Ox et Oy. On a le théorème suivant : 

Étant données une conique P et une corde AB de cette conique, le 
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pâle de AB par rapport à V est un point de Poncelet du faisceau 
linéaire ponctuel de cercles qui contient le cercle orthoptiqae de la conique 
et le cercle de diamètre AB. 

Soient C et D deux points conjugués harmoniques par rapport 
aux points A et B. O étant le pôle de AB par rapport à F, le 
triangle OCD est conjugué par rapport a V. Le cercle circonscrit 
au triangle OCD est orthogonal au cercle de rayon nul qui a pour 
centre O et au cercle de diamètre AB ; donc, il est orthogonal à 
tout cercle du faisceau linéaire ponctuel qui contient ces deux cer¬ 
cles, et, en particulier, au cercle orthoptique de la conique T ; c'est 
le théorème de Faure. 

4. Soient deux coniques 1% Y' telles qu’il existe une infinité de 
quadrilatères MNM'N' à la fois inscrits à F et circonscrits à F'. 
Le point de rencontre I des diagonales MM' et Nl\' est fixe, et la 
troisième diagonale PP' du quadrilatère complet qui a pour côtés 
les quatre côtés du quadrilatère MNM'N', qui est la polaire de Ipar 
rapport à chacune des coniques F et F', est elle-même fixe. Soient 
01 et 0 )' les points d’intersection de la droite PP' avec la conique F. 
Quand M est en co, il en est de même de M', car loi est tangente 
à F en oi ; les deux autres sommets N et N' du quadrilatère variable 
MNM'N' sont alors les points de contact des tangentes menées de w 
à F', et le quadrilatère MNM'N' s'aplatit suivant les deux côtés 
d’un angle. 11 en est de même quand M est en oi'. On est ainsi 
conduit aux théorèmes suivants : 

I® Soient deux coniques F et F'. Si le pôle par rapporté F' d'une 
sécante commune A aux deux coniques est situé sur F, il existe une 
infinité de quadrilatères inscrits à F et circonscrits à F'. Le pâle par 
rapport à F' de la sécante commune A' aux deux coniques qui forme 
avec A une conique décomposée du faisceau linéaire ponctuel qui con¬ 
tient F et F' est aussi un point de F. 

2 ” Etant donnés une conique et deux points to et oi', ces deux points 
et les quatre points de contact des tangentes menées de ces points à la 
conique sont six points situés sur une même conique, laquelle est la 
conique ponctuelle harmonique relative à la conique donnée et au couple 
des points tù et ta'. 

Par application du principe de dualité, on a les deux théorèmes 
suivants : 

1 ® Soient deux coniques F et F'. Si la polaire par rapport à F d'un 
point A de rencontre de deux tangentes communes aux deux coniques 
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est tangente à P', il existe une infinité de quadrilatères inscrits à V et 
circonscrits à P'. La polaire par rapport à F du point A' de rencontre 
de deux tangentes communes aux deux coniques qui forme avec A une 
conique décomposée du faisceau linéaire tangenliel qui contient P et V' est 
aussi tangente à P'. 

a** Étant données une conique et deux droites a et a', ces deux droites 
et les quatre tangentes à la conique aux points d'intersection de cette 
conique avec les deux droites sont six tangentes à une même conique, 
laquelle est la conique tangeniielle harmonique relative à la conique 
donnée et au couple des droites a et a^ 

S. ’Théoronie. — Soient une conique S et deux couples de 
points (A, B) et (A', IV). Si A' et IV sont conjugués par rapport à la 
conique ponctuelle harmonique l' relative à S et au couple de points 
(A, B), A. et B sont aussi conjugués par rapport à la conique ponctuelle 
harmonique J"' relative à S et au couple de points (A', IV). 

En elTet, soient P et Q les points d’intersection de la conique P 

avec la droite A'IV ; cos deux 
points sont conjugués harmoni¬ 
ques par rapport aux points A' 
et B'. Menons les tangentes à S 
qui passent par P et Q et qui se 
coupent en quatre points Mi, M 2 , 
Ma, M 4 autres que P el Q ; ces 
quatre points sont situés sur la 
conique l''. Gela posé, les droites 
PA et PB sont conjuguées har¬ 
moniques par rapport aux deux 
tangentes menées de P à la 
conique S ; A et B sont donc 
conjugués par rapport à la coni¬ 
que formée par ces deux tangentes et, de môme, conjugués par 
rapport à la conique formée par les deux tangentes menées de Q à 
la conique S ; ils sont donc conjugués par rapport ii toute conique 
passant par les quatre points Mi, M^, M;,, Mi et en particulier par 
rapport à la conique P'. Le théorème est établi. 

Théorème corrélatif. — Soient une conique S et deux couples 
de droites (a, fi) et (a', p'). Si a' et p' sont conjuguées par rapport 
à la conique tangeniielle harmonique V relative à S et au couple de 
droites (a, p), a «1 P sont aussi conjuguées par rapport à la conique 
tangeniielle harmonique P' relative à S et au couple de droiles (a', p'). 
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Pour établir ce théorème, il suffit d’appliquer à la démonstration 
précédente le principe de dualité. 

6 . Applications. — i® Dans la démonstration précédente* 
supposons que les points P et Q soient les points cycliques ; la coni¬ 
que r est alors un cercle, les quatre points Mi, M 2 , M 3 , M 4 . sont 
les foyers de la conique S (supposée autre qu’une parabole), et est 
une hyperbole équilatère qui passe par les foyers de S et qui admet 
les points A et B comme points conjugués. On a ainsi le théorème 
suivant : 

Étant donnée une conique S à centre, si deux points A. et ^ sont 
tels que la conique ponctuelle harmonique relative à S et au couple 
(A, B) soit un cercle, les deux points A B sont conjugués par 
rapport à toute hyperbole équilatère passant par les quatre foyers 
de S. 

La transformation réciproque qui fait se correspondre les points A 
et B est quadratique. 

2 " Dans la même démonstration, supposons que A' et B' soient 
les points cycliques, La conique F' est alors le cercle orthoptique de 
la conique S, et la conique V est une hyperbole équilatère. On a le 
théorème suivant : 

Étant donnée une conique S à centre, pour que la conique harmonique 
ponctuelle relative à S et à un couple de points (A, B) soit une hyper¬ 
bole équilatère, il faut et il suffit que les deux points A et B soient 
conjugués par rapport au cercle orthoptique de S. 

Ce théorème se modille ainsi lorsque la conique S est une 
parabole : 

Étant donnée une parabole S, pour que la conique harmonique 
ponctuelle relative à S et à un couple de points (A, B) soit une hyper¬ 
bole équilatère, il faut et il suffit que le milieu du segment AB soit 
situé sur la directrice de la parabole. 

3® Soient une conique S, un point A, les points de contact B 
et G des tangentes à S menées par A. Si H est le point de concours 
des hauteurs du triangle ABC, la conique ponctuelle harmonique 
lelative à S et au couple de points (A, H), qui passe par les points 
A, B, G, H, est une hyperbole équilatère. On a par suite le théorème 
suivant, dû à M. Kœnigs: 

Étant donnée une conique S, an point quelconque A et le point H de 
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cmeours des hauteurs du triangle qui a pour sommets le point A et les 
points de contact des tangentes menées de A. à la conique sont conjugués 
par rapport au cercle orthoptique delà conique S, 

Dans le cas de la parabole, le milieu du segment AH est situé 
sur la directrice de la parabole. 

On peut déduire de ce théorème la construction d’un triangle 
ayant pour sommets deux points B et G d’une conique S et le point 
de rencontre A des tangentes en B et G, connaissant le point H de 
rencontre des hauteurs de ce triangle. Le sommet A est à l’inter¬ 
section de la polaire de H par rapport au cercle orthoptique de S et 
de rhyperbole d’Apollonius de H par rapport à S. Le problème a 
deux solutions. 

7. Il est clair que le premier théorème établi au § l) subsiste si 
la conique S, considérée comme enveloppe de droites, se réduit è 
deux points I et B. On voit ainsi, en particulier, que si deux 
points A et B sont conjugués par rapport au cercle de diamètre IL, 
le lieu des points M tels que les droites MA et MB soient conjuguées 
harmoniques par rapport aux droites MI et ML est une hyperbole 
équilatère. D’après le théorème de Frégier, le pôle de 11' par rapport 
à cette hyperbole est un point de AB. Ôn a par suite le théorème 
suivant : 

Étant données une hyperbole équilatère et une corde de celte hyper- 
hoUf une droite variable passant par le pâle de cette corde par rapf)ort 
à Vhyperbole rencontre rhyperbole en deux points conjugués par rapport 
au cercle décrit sur la corde comme diamètre, 

8 . Coniques harmoniques ponctuelle et tangentiellc 
relatives à deux coniques. — i® Gonsidérons deux coniques 
F et r', proprement dites ou décomposées en droites ; soit à déter¬ 
miner l’enveloppe des droites A telles que les points d’intersection 
d’une droite A avec T soient conjugués harmoniques par rapport 
aux points d’intersection de cette droite avec F'. A cet effet, consi¬ 
dérons les coniques Fj et r 2 qui sont tangentes à A et qui font 
partie du faisceau linéaire ponctuel qui contient F et F', et montrons 
que le rapport anharmonique des coniques F, F', Fi et F 2 est égal à 
— T. Soient A et B, A' et B' les points d’intersection de A avec F 
et avec F', ai et «2 les points de contact de A avec Fi et F 2 . Le 
rapport anharmonique des coniques F, F', F, et Fg est égal au 
rapport anharmonique des polaires de A par rapport à ces coniques 
et par suite au rapport anharmonique des points d’intersection de 
ces droites avec A. Or, la polaire de A par rapport à F rencontre 
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A en A ; la polaire de A par rapport à V rencontre A en B, qui, 
par hypothèse, est conjugué harmonique de A par rapport aux 
points A' et B' ; enfin, les polaires de A par rapport à Pi et Fj 
rencontrent A en ai et cti. Comme, d’après le théorème de 
Desargues, les points A et B sont conjugués harmoniques par 
rapport aux points et ct^t le théorème est établi. Ce résultat est 
dû à Picquet(*). 

Gela posé, cherchons combien il passe de droites A par un point P 
arbitrairement donné dans le plan. Soient D et D'les polaires de P 
par rapport aux coniques F et F'. Les polaires de P par rapport aux 
coniques Fj et F^ passent par les points ai et et par le point de 
rencontre I des droites D et D', et elles sont conjuguées harmoniques 
par rapport aux droites D et D'. Il s’ensuit que les points de 
rencontre M et M' de D et de D'avec A sont conjugués harmoniques 
par rapport aux points ai et ajj ; les trois couples de points (A, B), 
(yV', IV) et (M, M') font partie d’une môme involution. 11 en 
résulte que si P' est l’homologue de P dans cette involution, il 
existe une conique passant par P et P' dans le faisceau linéaire 
ponctuel qui contient î'' et la conique décomposée en les deux 
droites D et D', et il existe aussi une conique passant par P et P' 
dans le faisceau linéaire ponctuel qui contient F' et la conique 
décomposée en les deux droites D et D'. Le point P', qui déter¬ 
mine A, est un des points d’intersection autres que P des deux coni¬ 
ques appartenant chacune à un des deux faisceaux linéaires ponc¬ 
tuels précédents et passant par P, Or, ces deux coniques ont pour 
tangente en P la droite PI ; en effet, le point 1 est le point de 
rencontre des polaires de P par rapport à deux coniques de chacun 
de ces faisceaux; il est donc situé sur la polaire de P par rapport à 
une conique quelconque de chacun de ces faisceaux et, en parti¬ 
culier, sur la tangente en P à la conique qui, dans chacun des 
faisceaux, passe par P. D’après cela, il existe deux points P' et par 
suite deux droites A passant par P. On a donc le théorème suivant, 
du à Salmon : 

L'enveloppe des droites A qui sont partagées harmoniquement par 
deux coniques F et F' est une conique. 

Par généralisation d’une dénomination antérieure, nous désigne¬ 
rons cette conique sous le nom de conique tangentielle harmonique 
relative aux deux coniques F et F'. 

Supposons que les coniques F et F' soient proprement dites et se 


(*) PicQOET, Géométrie analytique. 
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rencontrent en quatre points distincts. Parmi les droites A sc 
trouvent évidemment les huit tangentes à ces deux coniques en 
leurs quatre points d’intersection. Ainsi, 

Les huit tangentes à deux coniques proprement dites en leurs points 
d*intersection supposés distincts sont tangentes à une même conique. 


Pour que la conique tangentielle harmonique relative a deux coni¬ 
ques r et r' se décompose en deux points^ il faut et il suffit que le pôle 
d*une sécante commune D par rapport à une des deux coniques F et F' 
coïncide avec le pôle par rapport à l'autre de la sécante commune qui 
forme avec D une conique décomposée du faisceau linéaire ponctuel qui 
contient F et F'. 

En eiïct, supposons que la conique tangentielle harmonique S sc 
décompose en deux points. Comme les huit tangentes aux coni¬ 
ques F et 1’' en leurs quatre points d’intersection sont tangentes 
à S, nécessairement le pôle m d’une sécante commune D par rapport 
à F est un des deux points en lesquels se décompose S, et il est 
aussi le pôle de D' par rapport à I''. Le point tu' qui avec (•> forme 
la conique décomposée S est à la fois le pôle de D par rapport à F' 
et le pôle de D' par rapport à F. Réciproquement, supposons qu’il 
existe un point (o qui soit à la fois pôle de D par rapport à F et 
pôle de D' par rapport à 1’'. Par ce point, il passe quatre tangentes 
à la conique S, qui par suite se décompose en deux points. 

2 ” Par application du principe de dualité, on a les résultats 
suivants : 

Etant données deux coniques F et F', proprement dites ou décom¬ 
posées en deux points, le lieu des points M tels que les tangentes 
menées d*un point M à la conique F soient conjuguées harmoniques 
par rapport aux tangentes menées de M à la conique F' est une coni¬ 
que, que, par extension d'une dénomination antérieure, nous dési¬ 
gnerons sous le nom de conique ponctuelle harmonique relative aux 
coniques F et F'. 

Si l'on suppose que les coniques F et F' sont proprement dites et 
admettent quatre tangentes communes distinctes, les huit points de 
contact des quatre tangentes communes sont sur une même conique, 
qui est la conique ponctuelle harmonique relative aux coniques F et F^ 

Pour que la conique ponctuelle harmonique relative aux coniques F 
et F' se décompose en deux droites, U faut et il suffit que la polaire par 
rapport à l'une des deux coniques F et F' d'un point A de rencontre 



go Q17A»lILATiîRE8 IKSGRXTS ET CIRCOÏCSCBITS A DEUX CONIQUES 

de de 9 x de leurs tangentes communes coïncide avec la polaire par 
rapport à Vautre du point X* de^ rencontre de deux tangentes comrmtnes 
à r et à r' qui forme avec A une conique décomposée du faisceau 
linéaire tangentiel qui contient P et P'. 

9. Applications. — Soient deux cercles P et P', de centres O 
et 0^ La conique tangentielle harmonique relative à ces deux 
cercles est tangente aux droites isotropes qui passent par O et 
aux droites isotropes qui passent par O'. On a ainsi le théorème 
suivant : 

L'enveloppe des droites qui sont partagées harmoniquement par deux 
cercles est une conique qui admet les centres des deux cercles comme 
foyers. 

Si les deux cercles sont orthogonaux, le centre de Pun des deux 
cercles est à la fois le pôle de la droite à l’infini par rapport h ce 
cercle et le pôle de Taxe radical des deux cercles par rapport à l’autre 
cercle; alors, la conique tangentielle harmonique se décompose en 
les centres des deux cercles. 

a® Soient une hyperbole équilalère H et un cercle P ayant pour 
diamètre une corde AB de cette hyperbole. Ces deux coniques se 

rencontrent en deux 
points G et D autres 
que A et B. Montrons 
que la droite CD est un 
diamètre de Phypcrbole. 
En cllet, l’angle AGB 
est droit ; la conique 
lormée par les deux 
droites CA et CB est 
donc une hyperbole 
équilatère. Considérons 
le faisceau linéaire ponc¬ 
tuel qui contient cette 
conique décomposée et 
l’hyperbole équilatère 
H ; toutes les coniques de ce faisceau sont des hyperboles équilatè- 
res. Parmi ces coniques se trouve la conique décomposée en la droite 
AB et la tangente en C à H. On voit ainsi que la tangente en C à il 
est perpendiculaire à la droite AB. 11 en est de même de la tangente 
en D à H, et, les tangentes en C et D à H étant ainsi parallèles, la 
droite CD est un diamètre de H. 
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Ce qui précède montre que le point co à l’infini dans la direction 
perpendiculaire à AB est à la fois pôle de la droite AB par rapport 
à r et pôle de la droite CD par rapport à il. Il s’ensuit que la 
conique tangentielle harmonique relative aux coniques H et P se 
décompose en deux points dont l’un est w, l’autre point a)' étant à 
la fois le pôle de AB par rapport à II et le pôle de CD par rapport 
à P. 

Soit un point M variable du cercle P. La polaire de ce point par 
rapport à II rencontre le cercle P en deux points P et Q. Les points 
M et P sont conjugués par rapport h II, ainsi que les points M 
et Q; il s’ensuit que chacune des deux droites MP et MQ est par¬ 
tagée harmoniquement par H et par P, et qu’ainsi une de ces deux 
droites est constamment perpendiculaire à AB, l’autre passant con¬ 
stamment par le point w'. 

Soit de même un point M' variable de H. La polaire de M' par 
rapport au cercle P rencontre H en deux points P' et Q'. Des deux 
droites M'P' et M'Q^ Pune est constamment perpendiculaire à AB, 
l’autre passe constamment par le point fixe t»>'. 

3* Soient une hyperbole équilatère H, un diamètre de cette 
hyperbole et un cercle P passant par les extrémités C et D de ce 
diamètre. Ces deux coniques se rencontrent en deux pointa A et B 
autres que G et D. Montrons que la droite AB est un diamètre du 
cercle. En effet, la droite AB est parallèle à la symétrique de CD 
par rapport à un axe de l’hyperbole et la tangente en G è l’hyper¬ 
bole est parallèle à la symétrique de GD par rapport h une asymp¬ 
tote. Gomme l’axe et l’asymptote de l’hyperbole font un angle de 4h”, 
il s'ensuit que la tungento en C à l’hyperbole est perpendiculaire à 
AB. Considérons le faisceau linéaire ponctuel qui contient l’hyper¬ 
bole H et la conique décomposée en la droite AB et la tangente en 
C à H ; toutes les coniques de ce faisceau sont des hyperboles équi- 
lalères. Parmi ces coniques se trouve la conique décomposée en les 
droites CA et CB, qui sont donc rectangulaires. Ou voit alors que 
AB est un diamètre du cercle. 

On peut appliquer par suite ce qui a été établi au 2 **. La conique 
tangentielle harmonique relative aux coniques II et T sc décompose 
en deux points dont l’un est à l’infini. 



CHAPITRE VI 


PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES DES CONIQUES 


1. Théorème. — Soit un triangle ABC. Si a, p, y et a^ p', y' 
sont les points d*intersection de deux transversales A et A' respective¬ 
ment avec les cotés BC, CA, AB, on a 

(BCa(5tO . (CApp') . (AByy') = H- l. 

En effet, il est possible de faire une projection conique de la figure 
sur un plan de façon que la droite A^ ait pour projection la droite 
à l’infini du plan de projection. En conservant, pour simplifier les 
notations, les mômes lettres pour la projection, on est alors ramène 
à établir la relation 


g B JtC ^ ^ 

aC pA yB 

c’est le ibcorcme de Ménélafts. 

11 existe un théorème qui se déduit de ce théorème par dualité. 

Théorème de Carnot. — Soit un triangle ABC dont les côtés 
BC, CA, AB sont respectivement rencontrés par une droite A en a, p, y. 
Si une conique V rencontre les droites BC, CA, AB respectivement aux 
points a et a', b et b', c et c/, on a 

(BCaa). (BCa'a) . (CA6p) . (CA6'p) . (ABcy) . (ABc'y) = -f- i. 

En effet, soient m et m' les points d’intersection de AB avec les 
droites ab et a'b'. D’après le théorème précédent, on a 

(BC«a) . (CAèp) . (ABmy) = i, 

(BCa'a) . (CA6'p) . (ABm'y) = i. 

De plus, d’après le théorème de Desargues, les trois couples de 
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points (A, B), (c, c') et (m, m‘) font partie d’une môme involutiony 
et l’on a par suite 

(ABcy) . (ABc'y) == (ABmy) . (ABm'v). 

Si on multiplie ces trois égalités membre à membre, on obtient 
l’égalité qu’il s’agissait d’établir. 

Il existe un théorème qui se déduit du théorème de Carnot par 
dualité. 


Théorème de Newton. — Supposons que la droite BC soit à 
l’infini. Alors on a 


(CAfcp) = l^, 

(CAt' 8 ') = 

bX 

b'A 

(ABcy)== ‘4, 

CABc'y)-- 

yA 

yV 

iïÂ .ZÂ ^ 

I I 

bK. 6'Â ' pA" 

‘ (BCaa) ' (BCa'a)* 


Gela posé, si A varie et si les droites AB et AC ont des directions 
fixes, le second membre de cette égalité a une valeur constante. On 
a par suite le théorème suivant : 

Si les cotés d'an angle variable de sommet A rencontrent une cqnique 

fixe respectivement aux points 6 , b' et c, c', le rapport a une 

valeur constante quand les cotés de Vangle restent parallèles à deux 
droites fixes. 


Théorème de Mac-Laurin. — Soient deux angles de som¬ 
mets A et A, dont les côtés sont respectivement parallèles et rencon¬ 
trent la conique considérée aux points 6 , è', 6 i, b[ et c, c', Ci, c\. 
D’après le théorème de Newton, on a 

Âfc . Â6 ' At6t . 

Ac . Ac' A|Ci . Aicî 


A 6 . \b' ^ AcAc^ 


et par suite 
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Oa a ainsi le théorème suivant : 

St deux droites parallèles rencontrent une conique aux points h, b' 
et bi, b[ et varient en passant par deux points fixes A. et le rap- 
, Ab. Ab' 

port ==—= a une valeur constante. 

Aibi. Aib'i 

2, Indices. — Supposons que la conique ait un centre O et 
faisons coïncider Aj avec O. Les points bi et 6| 
sont symétriques par rapport à O. Posons 

Ôbi==~-Ôb[ = d. 

Quelle que soit la sécante menée par le 

point flxe A, le rapport ■ a une valeur 

constante. Ce nombre sera dit, d’après Faure, 
Vindice du point A par rapport à la conique. Si la conique est un 

P 

cercle, l’indice du point A est égal à — P étant la puissance du 

point par rapport au cercle et R étant le rayon. 

1 ** Soient deux points M| èt M 2 conjugués par rapport à une 
conique P de centre 0^ variant sur une droite Bxe A qui rencontre 
la conique aux points A et A^ Soient p.f et [x^ les indices des points 
Ml et M^- Si bi est le milieu de la corde AA' et si d est la demi- 
longueur du diamètre de la conique qui est parallèle à cette corde, 
on a 



K.i = 


MiA . MiA' 


d^ 


M 1 M 2 • Mib) 

' d^ ^ 


MÿMi. M2b) 

J, 


Par suite, on a 


_i_ 

l^i 


et 


1 — . 


/_■-_L_\ 

_ d\ _ 


M 1 M 2 

1 3 

3' 


fXi . [X2 


Mi'ii . M2U> 

wA* _const 

M,M“ 


d* ““ 

d* 


const., 


On a donc les théorèmes suivants : 

i® La somme des inverses des indices de deux points conjugués par 
rapport à la conique qui varient sur une droite fixe est constante. 
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'ü? Le produit des indices de deux points conjugués par rapport à la 
conique qui varient sur une droite fixe est dans un rapport constant 
avec le carré de la distance des deux points. 

Nous désignerons ce rapport constant sous le nom d'indice de la 
droite MiM^ et noua le représenterons par la notation pi2. L’indice 

d’un diamètre de la conique est égal à — d étant la demi- 
longueur de ce diamètre. ^ 

Soient deux droites conjuguées variables passant par M3 et ren« 
contrant la polaire de M3 aux points conjugués Mi et Mj. On a 



(*■13 = 

Donc on a 


-L + J- = i.| 

’MiM* 

H’IS [^23 Mo 1 

^ M*! 


m,m' 


M,Mn 

N J 


t ^3 = 


M’a • 


r m.m; 

M.m; 1 

L M.M,. 

M 2 M,. M^ A 


w étant le milieu de la corde de la conique située sur MiM^, d étant 
la demi-longueur du diamètre parallèle à M1M2. D’après la formule 
de Stewart, la parenthèse est égale à 



wMt. ÜÜM3 


ci, le produit . (0M2 étant constant, on a 


Donc, 


” -h — = const. 

M-13 [^33 


3 " La sommé des inverses des indices de deux droites conjuguées 
par rapport à une conique à centre qui varient en passant par un point 
fixe est constante. 

Par définition de (ji.,3 et de p.28» on « 


{^13 • M.23 == • 


_1^1. -f^a 

MaM'.MaMî’ 


Mais si H est le pied de la perpendiculaire abaissée de M3 sur 
M1M2, on a 
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a aire . M3M2 sin (M3M1, M3M2) = . M3H ; 

par suite, on a 


I*» • _ ( V 1^1 • 1 ^ __ 

8in*(MjM„MaM,) M.M^MJl* MâlP 

Donc, 


jjl ,2 = const. 


4 ® Le produit des indices de deux droites conjuguées par rapport à 
une conique à centre qui varient en passant par un point fixe est dans 
un rapport constant avec le carré du sinus de leur angle. 


Théorèmes d*Apolloniiis. — La démonstration des deux 
derniers théorèmes suppose que le point fixe par lequel passent les 
deux droites conjuguées variables ne coïncide pas avec le centre de 
la conique. Par raison de continuité, ces théorèmes sont encore 
valables pour deux diamètres conjugués quelconques. Comme l’in¬ 
dice d’un diamètre est égal à — d étant la demi-longueur de 
ce diamètre, on a les théorèmes suivants dits d'Apollonius : 

1 ® La somme des carrés des longueurs de deux diamètres conjugués 
quelconques est constante ; 

2“ Le produit des longueurs de deux diamètres conjugués quel¬ 
conques et du sinus de leur angle esl constant^ ou encore, l'aire du 
parallélogramme qui a pour côtés deux diamètres conjugués quelconques 
est constante. 


Théorème. — Soient deux droites rectangulaires variables passant 
par un point fixe 1 . Si A et A', B et B' sont 
J respectivement les points d'intersection de 
droites avec une conique fixe à centre, la 


ÏB . IB' 


est constante. 


En effet, soient P et Q deux points de 
la conique situés sur les perpendiculaires 
aux deux droites variables menées par le centre O. On a 


lA ■ IA' _ IB ■ IB' 
ÔQ" ÔP* 
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d’où 

t I 1 I \J. 

op" ôq" oq" op“ 

ji. désifçnanl. l’iridicfi du point î. t)r, comme nous l’avons montré 
(V, ^ 3), la droite PQ est tangente à un cercle fixe de centre O, 

et par suite, d’après une propriété du triangle rectangle, —- 4 - - 
est constant; le théorème est ainsi établi. 

3. Tliéorème de Pîtscal. — Les côtés opposés d*un hexaifone 
inscrit à une conique se rencontrent en trois points situés en ligne 
droite Q). 

Soit l’hexagone inscrit à la conkpie, dont les six sommets sont 

coiiséciilivement A, IV, 
C, A', B, (7, et soient 
a, f>, Y ^cs points de 
rencontre des côtes 
opposés IVC et BC', 
C'A et CA', A'B et 
IVA ; il s’agit d’élahlir 
que les points 3 f, ["i, y 
sont en ligrje droite. 
Considérons le trian¬ 
gle qui a pour côtés 
les droites \B', CA' et 
B(7, désignons par P, 
(), B les points de 
rencontre des côtés AB' 
et CA', AlV et BC', C7\' et B(7, et introduisons une transversale 
auxiliaire rencontrant les côtés BC', CA', AB' respectivement aux 
points p, q, r. 

Par application du théorème de Carnot au triangle PQB coupé 
par la conique donnée, on a 

(PQAr) . (PQB'r) . (QRB/)) . (QHC'p) . (RPCr/) . (BPA' 7 ) = i. 

Par application du théorème de Ménélaüs au même triangle coupé 
par les transversales B'C, A'B, C'A, on a 



(1) Ce théorème peut être aussi établi comme conséquoace du théorème de Chasles. 
Michel, Géom. mod. 7 
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(PQrlV).(QRp,).(RP9C)=f, 

(PQrT).(QR/,B).(RP,A')=i, 

(PQrA). (QR/)C'). (RPi/fl) = i - 

ï]n multipliant ces inégalités membre à membre, on obtient la 
relation 

(QR/.a).(PQrY).(RP(?tl)-i, 
qui prouve que les points a, p, y en ligne droite. 

On peut supposer que deux sommets consécutifs de l’hexagone 
sont confondus, la droite qui les joint étant alors tangente à la 
conique. On a alors les deux énoncés suivants : 

1 ” Soit un (jiiadrilatêre inscrit à une conique^ ayant pour sommets 
opposés \ et A', B et IV. Le point de rencontre des tangentes en A et 
A', le point de rencontre des tangentes en B et IV, le point de rencontre 
des droites AB et A'IV et le point de rencontre des droites AIV et A'B 
sont quatre points en ligne droite. 

2 ° Soit un triangle ABC inscrit à une conique. Les points de ren¬ 
contre de la tangente en A et du coté B(j, de la tangente en B et du 
côté A(^, de la tangente en et du côlé AB sont en ligne droite. 

Tliéorôiîie de Brlanchoil. — Par transfornialion par polaires 
réci[)roques par rapport à la conique, le théorème de Pascal conduit 
au théorème suivant, du à Brianclion : 

Les trois droites qui joignent les sommets opposés d'un hexagone cir¬ 
conscrit à une conique sont concourantes. 

De ce théorème on déduit les théorèmes suivants : 

i“ Soit un quadrilatère circonscrit èi une conique. Les deux diago¬ 
nales et les deux droites qui joignent les points de contact des côtés 
opposés sont concourantes. 

2 ® Soit un triangle circonscrit èi une conique. Les trois droites qui 
joignent les sommets du triangle aux points de contact des cotés opposés 
sont concourantes. 



CHAPITRE VIT 


COURBES DU TROISIÈME DEGRÉ 
ET COURBES DE LA TROISIÈME CLASSE 


1 . Théorème. — l*ar neuf points du plan il passe au moins une 
cubique. 

En cITet, soit, en coordonnées homogènes, l’équation indéter¬ 
minée d’une cubique 

O. 

ayant dix coelïicieiits. En expriniunl que la courbe passe 
par les neuf points j,, r,), (f — 1,2, 3 , ...,9), on obtient pour 

déterminer ces coellicients neuf équations 

-•() = O, 

qui sont linéaires et homogènes. Leur nombre étant plus petit que 
le nombre des inconnues, elles admettent au moins une solution 
non nulle, à un facteur de prop>rtionnalité près, ce qui démontre 
le théorème. 


Théorème. — Par huit points du plan, il passe une infinité de 
cubiques. En outre, si les huit points n appartiennent pas à une même 
conique el si parmi ces huit points il iden existe pas cinq appartenant à 
une même droite, parmi les cubiques qui passent par ces huit points il 
en existe une, et en général une seule, qui passe par un neuvième point 
donné du plan. 

En effet, en exprimant que la cubique d’équation homogène 
/(i,y,2) = o 

passe par les huit points AiÇxi, yi, Zt), (i= i, 2,...,8), on obtient 
huit équations linéaires et homogènes par rapport aux dix cocHi- 
dents du polynôme Le rang r du système de ces équa- 
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lions étant inférieur d’au moins deux unités au nombre des incon¬ 
nues, ce système admet une infinité de sol utions non proportionnelles, 
ce qui montre que par huit points du plan il passe toujours une 
infinité de cubiques. 

Montrons que pour que le rang r soit égal à 8, il faut et il suffit 
que les huit points ne soient pas situés sur une même conique et 
que parmi ces huit points il n’y en ait pas cincj en ligne droite. 

Kn elTet, supposons d’abord que r soit égal à 8. Il existe alors 
deux inconnues non principales; si X» et sont les valeurs numé¬ 
riques arbitraires attribuées à ces inconnues, les cubiques T qui 
liassent par les huit ]ioints donnés ont une équation générale de la 
foriiK' 

't/iO'-» J» 2) J* 2) = o, 

/, et f-, étant deux polynômes du troisième degré déterminés non 
proportionnels. H s’ensuit que par tout point du plan non commun 
aux deux cubiques d’équations /i = o clf > = O il passe une cubique 
r et une seule. Cela posé : 

r* Si les buil points donnés étaient situés sur une même 
conique S, parmi les cubiques T se trouveraient des cubiques 
décomposées en la conique S et une droite arbitraire, et par tout 
point du plan il passerait une infinité de cubiques W 

u" Si cinij dos huit |)oiiits donnés étaient situés sur une même 
droite l), parmi les cubiques I'' se trouveraient des cubiipies décom¬ 
posées en la droite D et une conique passant par ceux des huit 
points qui, en nombre au plus égal à trois, no sont pas situés sur 
I), et ])ar tout point du plan il jias.serait encore une inlinité de 
cubiques T. 

Inverscincnt, montrons que si les huit points A donnés ne sont 
pas situés sur une même conique et si parmi ces huit points il n’y 
en a pas cinq en ligne droite, r est égal à 8. Supposons en ellét que 
r soit pins ])clit que 8 ; il existerait alors r dos buil points qui 
soraiont tels que toute cubique passant |)ar ces r points passerait 
nécessairement par les 8 — r autres. 11 en résulterait que par y — r 
points du plan et par suite, q — r étant au moins égal à a, que 
par deux points a et p du plan il passerait au moins une cubique J\ 

Gela posé, distinguons plusieurs cas : 

I ’ Supposons que parmi les points A il en existe sept qui soient 
situés sur une conique S proprement dite. Toute cubique 1' se 
décompose en la conique S et une droite passant par le huitième 
point A. Si l’on considère deux points a cl p non situés sur S et 
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non en ligne droite avec le huitième point A, il est impossible de 
faire passer une cubique T par les deux points a et [3. 

2® Supposons que parmi les points A il en existe sept qui soient 
situés sur une conique décomposée en deux droites A et A', l’une 
A passant par quatre des sept points et l’antre A' passant par les 
trois autres. Toute cubique V se décompose nécessairement en la 
droite A et en une conique qui se décompose elle-mcme en la droite 
A' et une droite passant par le liiiitième point. Si l’on considère 
deux points a et ^ en dehors de A et de A' et non en ligne droite 
avec le huitième point A, il est impossible de faire passer une 
cubique T par les points a et (i. 

3 ” Supposons que parmi les points A il en existe six f[ui soient 
situés sur une conique proprement dite S. Si l’on considère sur la 
conique S un point a autre que ces six points V, quel que soit p, 
toute cubique T passant par les points a et p se déconq)ose néces¬ 
sairement en la conique S et la droite I) qui passe par les deux 
autres points A. Si l'on considère un point [i en dehors de S et de 
I), il n’existe pas de cubique V passant par a et j3. 

4 " Supposons qu’il y ait six points A situés sur une coni([ue 
décomposée en deux droites A et A'. Deux hypothèses sont à exa¬ 
miner : i") Une de ces droites, A par exemple, passe par quatre des 
six points A, la droite A' passant par les deux autres. Toute cubique 
r se décompose alors nécessairement en la droite A et une conique 
S. Prenons un point a de A', non situé sur A ; si une cubicpie T 
passe par a, la conique S se décompose en la droite A' et la droite 
D qui passe par les deux points A autres que les six points A consi¬ 
dérés. Si l’on choisit un point ^ en dehors de A, de A', et do D, 
il n’existe pas de cubique V passant par les points a et [ 3 . a") 

Chacune des droites A et A' passe par trois des six points A consi¬ 
dérés. Si l’on choisit un point a de A autre que les trois points A 
situés sur A, toute cuhi((ue 1 ' passant par a se décompose nécessaire¬ 
ment en la droite A et une conique S, qui se décoinj)ose elle-même 
en la droite A' et la droite D qui passe par les deux points A autres 
que les six points A considérés. Si l’on choisit un point ^ qui ne 
soit situé sur aucune des droites A, A' et D, il n’existe pas de 
cubique r passant par les points a et p. 

5 “ Supposons qu’il n’y ait pas de conique passant par six des 
points A, mais qu’il existe trois points A situés sur une droite A; 
soient Al, A2, A3 ces trois points. Plaçons a sur A. Toute cubique V 
passant par a se décompose nécessairement en la droite A et une 
conique S qui passe par les points A4, A^, Aü, A^, As. Parmi ces cinq 
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derniers points A, il n’en existe pas trois qui soient en ligne droite, 
sinon il y aurait une conique décomposée passant par six ou sept 
des points A. 11 s’ensuit que la conique S est déterminée d’une 
façon unique. Si l’on considère un point p qui ne soit situé ni sur 
A ni sur S, il n’existe pas de cubique T passant par a et fi. 

0 ® Supposons que parmi les points A il n’y en ait ni trois en 
ligne droite ni six sur une même conique. Soient deux de ces 
points Al et Ao, et plaçons a et fi sur la droite A1A2. Une cubique 
r passant par a (;t fi se décompose nécessairement en la droite A1A2 
et une conique, et ainsi les six points A3, A;, A.;, A^, A^, A^ seraient 
situés sur une même conique; il y a contradiction. 

La réciproque est ainsi établie. 

Le rang r étant supposé égal à 8, par tout point M du plaYi, non 
commun aux cubiques d’équations 

/.(a-1 y, ') = O «t y, j) = O, 
il passe une cubique 1' et une seule. 

2. Gberclions dans quelles conditions les deux cubiques d'équa¬ 
tions /i == O et fi, —O ont une infinité de points communs. Deux 
cas sont à envisager. 

1® Les deux cubiques contiennent une conique commune S, 
proprement dite ou décomposée ; l’une des cubiques sc décompose 
en la conique S et une droite Ai, l’autre se décompose en la coni- 
(|ue S et une droite A3. Les deux droites Ai et Ao étant distinctes, 
la conique S contient sept des points A. Inversement, si sept des 
points A sont sur une conique, les deux cubiques ont ou bien cette 
conique commune ou bien une droite commune faisant partie de 
cette conique. 

2® Les deux cubiques n’ont pas de conique commune, mais elles 
ont une droite commune et une seule, A ; l’une des cubiques se 
décompose en A et prie conique S,, l’autre se décompose en A et 
une conique S3. La droite A contient quatre au moins des points A, 
sinon les deux coniques Si et S^ auraient au moins cinq points 
communs ; comme elles sont distinctes, quatre au moins de ces 
cinq points A seraient sur une droite A' distincte de A, et ainsi les 
deux cubiques auraient une conique commune décomposée en les 
deux droites A et A', ce qui est contraire à l’Iiypotlièse. Inverse¬ 
ment, si quatre des points A sont sur une droite A, chaque cubique 
I" se décompose en la droite A et une conique. 

On voit ainsi que pour que les cubiques Y aient une infinité de 
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points communs, il faut et il suffit que de deux choses l’une, ou 
bien sept des huit points A soient situés sur une mémo conique, 
ou bien quatre des points A soient situés sur une même droite. 
Dans le cas général, où il n’exislo ni sept dos points A sur une 
même conique, ni quatre des points A sur une même droite, les 
cubiques F ont, outre les points communs A, un r)euvième point 
commun. On a donc le théorème suivant, dit du neuvième point : 

Par huit points donnés, tels quil ny en ait pas sept sur une même 
conique ni quatre sur une même droite, il passe une infinité de cubiques 
F ayant un neuvième point commun. Par un point de plus autre que les 
huit points donnés et que le neuvième point commun aux cubiques F, il 
passe une cubique F et une seule. 

3 . Applications. — i® Soient une conique propremciil dite S et 
sur celte conique six points A, B, G, A', IV, G'. Désignons par a, p, y 
les points de rencontre de IVG et de BG', de G .A et de A', de A'B 
et de BA', respectivement, et proposons-nous d’établir que les 
points a, p, y sont en ligne droite. A cet elîct, considérons les huit 
points A, IV, G, A', B, G', a et p. Farmi ces huit points, il n’y en a pas 
sept sur une même conique, ni quatre sur une même droite; par 
ces huit points, il passe une infinité de cubiques F ayant un neu¬ 
vième point commun. Parmi ces cubiques F se troinent les deux 
cubiques formées l’une des droites AIV, GA', BG', l’autre des droites 
B'G, y\'B, G'A ; il s’ensuit que le neuvième point est le point y. 
D’autre part, parmi les cubiques F se trouve: la cubique formée 
de la conique S et de la droite ap. Gclte cubique passant par y qui 
n’est pas situé sur S, la droite ap passe par y. d'est le théorème de 
Pascal (VI, 

m" Soient une cubique proprement dite F et une conique S 
proprement dite ou décomposée, rencontrant la cubique en six 
points distincts A, A', B, B', G, G'. Montrons que les points de 
rencontre A", B", G", autres que A et A', B et IV, G et G', des 
droites A.A', BB', GG' respectivement avec la cubique F sont en 
ligne droite. En elîet, considérons les huit points A, A', B, IV, G, 
G', A", B". Parmi ces huit points, il n’y en a ni sept sur une 
conique ni quatre sur une droite ; le théorème du neuvième 
point est donc applicable. Deux des cubiipies qui passent par 
les huit points considérés étant la cubique F et la cubique formée 
des droites AA', BB', GG', on voit que le neuvième point est le 
point G", et comme la cubique formée de la conique S et de la 
droite A"B" passe aussi par les huit points considérés, cette cubique 
passe par G", qui, n’étant pas situé sur S, est situé sur A"B''.- 
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3 “ Soient une cubique I" et deux droites A cl A' rencontrant la 
cubique T respectivement aux points A, H, C et A', IV, G'. Les 
points de rencontre A", B", G'', autres que les six points precedents, 
de la cubique V avec les droites AA', BIV, GG' sont sur une droite 
A". Gela posé, faisons tendre les points variables A', R', G' de V 
respectivement vers les points üxes A, B, G de T; les droites AA', 
BB', (XV tendent respectivement vers les tangentes en A, B, C à 1\ 
On a ainsi le théorème suivant : 

A, B, G élant trois points en ligne droite d'une euhique 1’ propre¬ 
ment dite, les points de rencontre A^, B|, G^, autres que A, B, (i, de la 
cubique T avec les tangentes en A, B, G sont en ligne droite. 

En appliquant ce théorème aux points d'intersection supposés 
distincts de la cubique avec la droite de l’inlini, on a le théorème 
suivant : 

Etant donnée une cubique ayant trois directions asymptotiques dis¬ 
tinctes^ les points d'intersection à distance finie de la cubique avec ses 
asymptotes sont en ligne droite. 

4 " Si, dans ce qui précède, on suppose que les points A et B sont 
d’inflexion, le point \^ coïncide avec A et le point B, avec B; la 
droite AiB, coïncide donc avec la droite AB, et par suite coïn¬ 
cide avec (], ce qui prouve que G est aussi un point d’inllexion. 

Ainsi, la droite qui joint deu.r points d'infe.rion d'une cubbjuc ren¬ 
contre cette cubique en un troisième point qui est aussi un point 
d'inf exion. 

Notamment, si deux asymptotes d'une cubique sont d'inJlexioUf la 
troisième asymptote est aussi d'inflexion. 

4. 11 existe relativement aux courbes de la troisième classe des 
théorèmes qui se déduisent des précédonls par application du prin¬ 
cipe de dualité. Il sullit de les indiquer. Notamment, on a le théo¬ 
rème suivant : 

Si deux des trois tangentes menées d'un point à une courbe de la 
troisième classe sont de rebroussement, il en est de même de la troi¬ 
sième. 

5. Génération des culiiques, dite do Mae-Lauriu. — 
Théorème. — Le lieu des points de contact des tangentes menées 
d'un point O aux coniques d'un faisceau linéaire ponctuel est une 
cubique. 
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Glierchons combirn il y a de points du lieu sur une droite quel¬ 
conque L. Soit M un point du lieu sur cette droite. La droite OM 
rencontre la conique du faisceau linéaire ponctuel qui passe par 0 
en un second point I et une autre conique S de ce faisceau en deux 
points A et A'. D’après le théorème de Desargues, le point M est 
un point double de l’involution qui contient les deux couples de 
points O et T, A et A'. Gela posé, considérons le faisceau linéaire 
ponctuel qui contient la conique S précédente et la conique décom¬ 
posée en la droite double L. La coniqiie de ce second faisceau 
linéaire qui passe en 0 passe aussi par L Le point 1 est ainsi à 
l’intersection des coniques qui appartiennent aux deux faisceaux 
linéaires précédents et qui passent par O. Ges deux coniques ont, 
outre le point O, trois points communs tels que 1 , d’où il résulte 
que la droite L rencontre le lieu en trois points. Ge lieu est donc 
une cubique. 

i" Supposons que les coniques données aient quatre points com¬ 
muns distincts A, B, G, 1 ) et que le point O ne soit pas situé sur un 
des cùtés du quadrangle ABGD. Sur toute droite A passant par O, 
il existe deux points variables du lieu qui sont les points doubles M 
et M' de l’involution formée par les couples de points d’intersec¬ 
tion de la sécante A avec les coniques données. Le troisième point 
du lieu situé sur une telle droite A ne peut être (|uc le point O, 
comme on le voit d'ailleurs directement en faisant coïncider A avec 
la tangente en O à la conitpie du faisceau linéaire donné qui 
passe par O. Pour cette position particulière de A, un des points M 
et M' coïncide avec 0 , et l’on voit ainsi que la tangente en 0 à la 
cubifjuc coïncide avec la tangente en O à la conique 1!. 

Si la droite A, qui varie en passant constamment par O, coïncide 
avec la droite OA, les points Vl et M' se confondent avec A. D’autre 
part, soient P, Q, K les points de rencontre des droites AB et GD, 
AG et DB, AD et lU!!; si la droite A coïncide avec OP, un des 
points M et M' est confondu avec P. 

On voit ainsi que la cubique passe par les points P, Q, H et les 
points A, B, G, D ; les points A, B, G, D sont simples, et les tan¬ 
gentes en ces points sont les droites OA, OB, OG, 01 ). Les droites 
OA, OB, OG, 01 ) sont les seules positions de la droite A, variant 
en passant constamment par O, pour lesquelles les points M et M/ 
soient confondus ; par suite, la cubiifuc n’a pas de point double. 

Si le point 0 est situé sur le cùté AB du quadrangle précédent et 
est distinct de P, la cubique sc décompose en la droite AB et une 
conique proprement dite qui passe par les points G, D, Q et R, les 
tangentes en G et 1 ) étant les droites OG et OD. Enfin, si le point 
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0 coïncide avec P, la cubique se décompose en les trois droites AB, 
CD et QH. 

3 ® Supposons (]ue les coniques données soient tangentes en A et 
se rencontrent en deux autres points B et Supposons en outre 
que () ne soit situé ni sur la tangente en A aux coniques données, 
ni sur un coté du triangle ABC. La cubique passe par les points A, 
H, C et par le point P de rencontre de BG et de la tangente en A 
aux coniques données. Montrons que A est un point double du lieu. 
A cet clTet, coupons le lieu par une droite L passant par A. Pour 
obtenir les points M du lieu situés sur cette droite, considérons celle 
des coniques données qui passe j)ar O et la conique qui passe par 
0 dans le faisceau linéaire qui contient une autre conique donnée 
et la conique décomposée en la droite double L. Ces deux coniques 
sont tangentes en A et elles ont, outre les points A et O, un point 
commun 1 , d’où il résulte que la droite L rencontre le lieu en un 
.seul point variable M; le point A est un point double de la 
cubique. 

Sur toute droite A passant par 0 , il existe deux points du lieu ; ce 
sont les points doubles de l’involution qui contient le couple des 
points d’intersection a et ^ de A avec les droites AB et AC et le 
couple des points d’intersection ai et pj de A respectivement avec 
les droites AP cl BC. Les droites AM et AM' sont les rayons 
doubles de l’involution qui contient le couple des droites AB et 

AC et le couple des droites AP et 
A ai- Quand la droite A passe par 
A, les droites AM et AM' devien¬ 
nent les rayons doubles de l’invo- 
liilion qui contient le couple des 
droites AB et AC et le couple des 
droites AO et AP ; les droites sont 
alors les tangentes au point double 
delà cubique ; elles sont distinctes. 

En outre, la cubique passe par 
B et G, qui sont simples, les tan¬ 
gentes en B et étant les droites 
OB et OC. 

Si le point O est situé sur la droite .AP ou sur un des côtés du 
triangle ABC, le lieu se décompose. 

Par application de ce qui précède, considérons les cercles qui 
sont tangents en un point lixe A à une droite lixe \x. Le lieu des 
points de contact des tangentes menées d’un point fixe O à ces 
cercles est une cubique qui passe parles points cycliques, les asymp- 
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tôle» isotropes se coupant au point 0, dit foyer singulier de la 
cubique ; celte cubique admet le point A comme point double, 
les tangentes en ce point étant les bissectrices ATj et AT2 de 
l’angle des droites Ax et AO ; ces tangentes sont rectangulaires. 
La cubique est dite une slrophoide. 

Sur toute droite A passant par O, il existe deux points variables 
M et M' du lieu. K étant le point d’intersection de A avec Ax, on a 

K \ - RM - KM'. 

Donc le cercle de diamètre MM' passe par A et est tangent en A 
à la droite Aj perpendiculaire à Ax. On a ainsi le théorème sui¬ 
vant : 

Le lieu des points de rencontre d'un cercle variable langent à une 
droite fixe en un point fixe A avec le diamètre de ce cercle qui passe 
par un point fixe 0 non situé sur le lieu du centre du cercle variable est 
une slrophoide admettant le point A comme point double et le point 0 
comme foyer singulier. 

3 " Supposons (pic les conicjues données .soient osculalrices en un 
point A et se rencontrent en un autre point B. Suppo.sons en outre 
que 0 ne soit situé ni sur la tangente AT en A à ces coniejucs ni 
sur la droite AB. 

La cubique admet encore le point A comme point double, les 
tangentes en ce point étant encore les rayons doubles de l’involu- 
tion (|ui contient le couple d(îs droites AT et AB et le couple des 
droitc.s AT et AO. Celte involution (*sl singulière, et ses deux rayons 
doubles sont confondus avec la droite AT, Ainsi, le point A est 
point de rebroussement de la cubi(|ue. 

La cubique passe aussi par B, (|ui est simple, la tangente en ce 
point étant la (Jroile OB. 

6 . Corrélativement, on a les résultats suivants : 

L'enveloppe des tangentes aux coniques d'un faisceau linéaire tan- 
qenliel dont les points de contact sont situés sur une droite A est une 
courbe de la troisième classe. 

Si les coniques données ont quatre tangentes communes distinctes., 
l'enveloppe est sans tangente double. Si les coniques sont tangentes en 
un même point (i une même droite, cette droite est tangente double de 
renveloppe. Plus parliculièrementf si les coniques sont osculalrices en 
un même point, leur tangente commune en ce point est tangente d'in¬ 
flexion de l'enveloppe, le point considéré étant point d'inflexion. 
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Par exemple, renveloppe des asymptotes des coniques d'un faisceau 
linéaire tangentlel est une courbe de la troisième classe tangente fi la 
droite à Vinfini. 

7 . Tln^orème. — butant données trois coniques Pj, l’o, P., n ap¬ 
partenant pas à un même faisceau linéaire ponctuel^ le lieu d’un point 
M tel <tue ses polaires par rapport aux trois coniques concourent en 
un point M/ est une cubique qui est aussi le lieu du point M', et l'en- 
reloppe de la droite MM' est une courbe de la troisième classe. 

P* Cherchons combien il existe de points du lieu situés sur une 
droite (pielconque L. 

M étant un point variable de L, le lien du ])oint de rencontre Mi 
des polaires de M par rapport aux coniques P^ et l'gcsl une conique 
Si qui passe par le pôle 1 de L par rapport à la conique P3 ( 111 , 

,S) ; de même, le lieu du point de renconire M^ des polaires de 
M par rapport aux coniques P2 et P;, est une conique So qui passe 
aussi par l. Pour que M soit un point du lieu cherché situé sur L, 
il faut et il sulïit que Mj et M2 se confondent en un point d’inter¬ 
section M', autre que 1 , des coniques Sj et S.j. (^es deux coniques 
ayant trois ])oints comnuins M' autres que l, il existe trois points 
M du lieu cherché sur la droite L. Le lieu cherché est donc une 
cubique il. 

Si les polaires d’un point M par rapport aux trois coniques 
données concourent en un point M', les polaires de M' par rap¬ 
port à ces coniques concourent en M. La cubique est par suite 
aussi le lieu du point de concours M' des polaires d'un point M va¬ 
riable sur ü par rapport aux coniques données. Nous dirons que les 
points M et M' sont conjugués sur la cubique ü. 

a" Cherchons combien il passe de droites MM' par un point quel¬ 
conque P. 

Soient rî la conique qui passe par P et qui appartient au fais¬ 
ceau linéaire ponctuel contenant P, et P;,, et P^ la conique qui 
passe par P et qui appartient au faisceau linéaire ponctuel conte¬ 
nant l'a et P3. Les points MetM', étant conjugués par rapport à Pj 
et à Py, sont au.ssi conjugués par rapport à l'i ; si la droite MM' passe 
par P, le conjugué harmonique P' de P par rapport aux points M 
et M' est situé sur Pj. De même, ce point P' est situé sur l’.y ; il est 
donc un des trois points autres que P d’intersection des coniques Pj 
et P^. Uéciproquement, toute droite joignant le point P à un point 
P', autre que P, commun aux deux coniques P| et est une droite 
MM'. En elïet, les deux involutions formées sur la droite PP' par 
les couples de points d’intersection de cette droite avec les coniques 
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du faisceau linéaire ponctuel qui contient \\ et Fs et par les couples 
de points d’intersection de la droite avec les coniques du faisceau 
linéaire ponctuel qui contient r2 et Fs sont coïncidentes, comme 
ayant en commun le couple des points P et P' et le couple des 
points d’intersection de PP' avec F,. 11 s’ensuit que les points 
doubles M et M' de ces deux invol niions sont conjugués par ra{>- 
port à chacune des coniques F,, F^, F3, et qu’ainsi la droite PP' est 
une tangente à l’enveloppe cherchée. Cette enveloppe est donc une 
courbe de la troisième classe il'. 

Ce qui précède montre que la courbe il' est l’enveloppe d’une 
droite qui rencontre les trois coniques fJ, Fg, F;, en trois couples 
de ])oinls appartenant à une même involutlon, et que la courbe 
i] est le lieu des points doubles de colle invohition. 

8 . 1” Les deux courbes ü et il' no changent pas si on remplace 
les deux coniques l’ i (‘I F;, par deux coniques (pielconques F^ ef F;', 
du faisceau linéaire ponctuel qui contient F-j et F;,. En etlel, le point 
de rencontre des polaires d’un point par rapport aux coniques F2 
cl F;, est aussi le point de rencontre des polaires de ce point par 
rapport aux coni([ues F^ et F-, (III, ^ 3 ). Si donc les polaires d’un 
point M par rapport aux coniques F^, Fj, \\ sont concourantes en 
un point M', les polaires de ce point pur rapport aux coniques 
l’ii l a» l'f» s<^nt aussi concourantes au point M', cl réciproquement. 

La courbe il' est l'enveloppe des sécantes communes h la co¬ 
nique Fj et aux coniques du faisceau linéaire ponctuel qui contient 
F2 et Fg. En elïct, une tangente A à la courbe il' rencontre 1 \ en 
un couple de points qui fait partie de Finvolution formée par les 
couples de points d’intersection avec A des coni([ues du faisceau 
linéaire ponctuel qui contient Fg et F-, ; il existe donc une conique 
de ce faisceau qui rencontre A aux memes points que l'j. Et réci¬ 
proquement. 

3 " La courbe il est le lieu des points ([ui ont même polaire par 
rapport h Fi et par rapport h une conique du faisceau linéaire 
ponctuel contenant F.> et Fg. En elïet, la polaire unique d’un tel 
point M par rapport à Fi et par rapport à une conique du faisceau 
linéaire ponctuel qui contient Fg et Fg passe par le point de ren¬ 
contre des polaires de M par rapport aux coniques Fg et Fg. Uéci- 
proquemont, M étant un point dont les polaires par rapporté Fi, 
Fg, Fg concourent en un point M', il existe une conique du faisceau, 
linéaire ponctuel contenant F-, et Fg qui est telle que la polaire de 
M par rapport è cotte conique coïncide avec la polaire de M par 
rapport à Fj. 
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Gxi peut dire aussi que la courbe £ est le lieu des points doubles 
des coniques décomposées en deux droites qui font partie des divers 
faisceaux linéaires ponctuels qui contiennent Fi et une conique 
variable du faisceau linéaire ponctuel contenant r2 et F^. 

La courbe est Fenveloppe des droites qui constituent ces co¬ 
niques décomposées. A toute tangente A à la courbe 1 ,' il corres¬ 
pond une tangente A' à qui est telle que la conique décomposée 
cn lc.s deux droites A et A' fasse partie d’un faisceau linéaire ponc¬ 
tuel contenant Ft et une conique du faisceau linéaire ponctuel qui 
contient Fo et F3. La correspondance entre A et A' est réciproque; 
nous dirons que A cl A' sont des tangentes conjuguées à la courbe 

9 . Soient 

./i(3’>v, .-) = o, fi(x,y,:) = o, = 

les équations homogènes des coniques Fj, F2, F^. On voit immé¬ 
diatement que les coniques qui font partie d’un faisceau linéaire 
ponctuel contenant Fi et une conique quelconque du faisceau 
linéaire ponctuel qui contient F^ et F3 ont pour équation générale 

>'i/i (*, r, î) ■ I r. 0+ y, j)=<>, 

)vi, X2, >:) étant trois constantes arbitraires non simultanément 
nulles. La forme même de cette équation montre que les coniques 
précédentes coïncident avec les coniques qui font partie d’un fais¬ 
ceau linéaire ponctuel contenant Fo et une conique quelconque du 
faisceau linéaire ponctuel qui contient F;, et Fi et coïncident aussi 
avec les coniques qui font partie d’un fftisccau linéaire ponctuel 
contenant F^ et une conique quelconque du faisceau linéaire ponc¬ 
tuel qui contient F, et F2. On désigne Fensernble de ces coniques 
F sous le nom de réseau linéaire poncluel. Cet ensemble contient les 
coniques l'i, l'o, F», qui sont dites coniques de hase. On voit faci¬ 
lement que le réseau linéaire ponctuel considéré ne change pas si 
l’on remplace les trois coniques F|, F^, F3 par trois autres coni¬ 
ques du réseau prises comme nouvelles coniques de base, ces ^rois 
nouvelles coniques n'appartenant pas à un même faisceau linéaire. 

La courbe est le lieu des points doubles des coniques décom¬ 
posées en deux droites qui appartiennent au réseau ; elle est dite 
la hessienne du réseau. La courbe ïl' est l’enveloppe des droites qui 
font partie des coniques décomposées du réseau ; elle est dite la 
cayieyenne du réseau. 
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10. Cas particuliers. — i® Supposons que les trois coniques 
Fl, Fa, Fg aient un point commun O. Toutes les coniques du 
réseau linéaire passent par O. Une droite passant par O rencontre 
les coniques Fi, F^, F3 en trois couples de points ayant en commun 
le point O ; ces trois couples de points font partie d’une meme 
iuYolution, dite singulière, dont les deux points doubles sont con¬ 
fondus en O. On voit donc que toute droite passant par O est tan¬ 
gente à la cayleyenne ; la cayleycnne se décompose en le point O 
et en une courbe de la seconde classe 'i'. 

Les polaires de O par rapport aux coniques I’ concourent en O; 
le point O est un point de la hessienne, et il coïncide avec son con¬ 
jugué. Montrons que O est un point double de la hessienne. A cet 
effet, cherchons les points d’intersection de cette cubique avec une 
droite arbitraire L passant par O. Soient lu conique Si lieu des 
pôles de L par rapport aux coniques du faisceau linéaire qui con¬ 
tient Fl et F3, et la conique S^ lieu des pôles de L par rapport aux 
coniques du faisceau linéaire qui contient F^ et F;). Parmi les coni¬ 
ques du premier faisceau, il en existe une, F', qui est tangente en 
O à L ; le point O est donc un point de Sj. En outre, quand une 
conique F varie dans ce faisceau en tendant vers F', la tangente en 
O à F, qui passe par le pôle de L par rapport à I'', tend vers L. 
Donc la conique S^ est tangente en O à L. Il en est de même de 
la conique S2. Gomme ces deux coniques passent toutes deux par le 
pôle 1 de L par rapport à l'3 et se rencontrent en un autre point 
M'distinct de O et de I, on voit qu’il existe un seul point M va¬ 
riable d’intersection de la droite L avec la hessienne ; il s’ensuit 
que O est une point double de celle courbe. 

Soit à déterminer les langeiiles en O à la hessienne. Parmi les 
coniques du réseau, il en existe une y qui appartient au faisceau 
linéaire ponctuel contenant V., et l’s et qui est tangente en O à ]\, 
et il en existe une qui est formée de deux droites D et D' passant 
par O et qui appartient au faisceau linéaire contenant Fi et v. Pour 
ne pas changer les notations, nous pouvons supposer que celte 
conique décomposée est prise comme conique Fj. La droite 1 ) ren¬ 
contre les coniques Fi et F2 respectivement aux points Aj et X., 
autres que O. m étant un point de la hessienne situé sur I), son 
conjugué m' est nécessairement situé sur D, qui est la polaire de 
m par rapport à F3 ; les yjoints m et m' sont alors les points doubles 
de l’involution qui contient les deux couples de points O et Aj, 
O et Aa ; celte involution est singulière et par suite m coïncide 
avec O. Ainsi, la droite D et de même la droite D' rencontrent la 
hessienne au .seul point O ; ce sont les tangentes en O à la hes¬ 
sienne. 
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D’autre part, M el M' claiit deux points conjugués de la hes¬ 
sienne, les droites OM el GM' sont conjuguées harmoniques par 
rapport aux droiles D et D'. Quand M varie sur la cubique et tend 
vers 0 de façon que OM tende vers 1 ), M' tend aussi vers 0 de 
façon que OM' tende vers D. La droite MM', qui est constamment 
tangente à la conique s', tend elle-même vers D. On voit ainsi que 
les tangentes en O à la hessienne sont les tangentes menées de 0 
à la conique <7', qui constitue avec le point O la cayleyenne. 

3/' Supposons que les coniques T,, To, r.j aient deux points com¬ 
muns O et O'. Toutes les coniques du réseau linéaire passent par 
ces deux points. Les polaires d’un point M quelconque de la droite 
00 ' y)ai' rapport aux coniques V concourent au ])oint M', conjugué 
harmonique de M par rapport aux points 0 et ()'. La droite 00 ' 
fait donc partie de la hessienne ; la hessienne se décompose en la 
droite 00' et en uiu^ courbe du second degré, r», qui passe par les 
points 0 et O', ces points étant points doubles de la hessienne. 

Toute droite passant par 0 ou par O' rencontre les trois coni¬ 
ques l’i, 1 \, Fa en trois couples de poiuts en involution. La cay- 
leyennc se décompose en les deux points O et O' et en un troisième 
point (I). Si un point M varie sur la conique <7, son conjugué M' 
varie aussi sur <7, et la droite MM' passe par le [)oint lixe o). Quand 
M vient en 0 ou 0 ', le point M' vient aussi en O ou 0 ', la droite 
MM' se confond alors avec la tangente en O ou 0 ' à <7. Oti voit 
ainsi que le point (o est le pôle de la droite 00' j)ar rapport à a. 

Les sécantes communes aux coniques F,, F.2, F3 qui ne passent 
ni par O ni par O' passent par to. On a donc le tliéorème suivant: 

Si trois (umifjiies ne faisant pas partie d'un même faisceau linéaire 
ponclue.l ont deux points communs O et O', les trois sécantes communes 
qui ne passent ni par O ni par O' sont concourantes. 

Par continuité, ce théorème s’applique à trois coniques ne fai¬ 
sant ])as partie d’un même faisceau linéaire y)onctuel qui sont tan¬ 
gentes entre elles en un même point O, 

Ce théorème yjeut s’énoncer de la manière suivante : 

S(nent une conique F, deu.r points O el 0 ' sur cette conique el deux 
points \ el B non situés sur celle conique. Une conique variable F' 
passant par O, O', A, B rencontre F en deux points variables V et Q', 
la droite PQ passe par un point fixe situé sur la droite AB. 

Énoncé sous cette forme, il apy)araîl comme une conséquence du 
théorème de Desargues. En effet, la droite AB rencontre F', F et la 
conique formée des deux droites OO' et PQ en trois couples de 
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points qui font partie d’une raêmeinvolution. Les couples de points 
d’intersection de AB avec F et F' étant fixes, celte involution est 
fixe, et comme le point d’intersection de la droite AB avec la droite 
00' est fixe, il en est de meme du point d’intersection de la 
droite AB avec la droite PQ. 

Supposons que les points 0 et O' soient les points cycliques; les 
coniques F sont alors des cercles. La conique n est aussi un cercle, 
qui a pour centre le point w. Deux points M et AI' conjugués sur 
ce cercle sont diamétralement opposés ; il s’ensuit que le cercle <7 
est orthogonal aux cercles F. 

On a, en particulier, le théorème suivant ; 

Etant donnés trois cercles (jui n*appartiennent pas à un même 
faisceau linéaire ponctuel, le lieu des points M dont les polaires par rap¬ 
port à ces trois cercles sont concourantes est constitué par la droite à 
Vinfini et par le cercle orthogonal aux trois cercles donnés. 

3 " Supposons que la conique F3 se décompose en deux droites 
confondues en une seule droite D. 

La polaire par rapporta F;, d’un point M quelconque de D, étant 
indéterminée, peut être regardée comme passant par le point de 
rencontre des polaires de M par rapport aux coniques l’i et F). Il 
s’ensuit que la hessienne sc décompose en la droite D et ep une 
conique a. Soient A et B les points d’intersection d’une conique F 
du réseau avec la droite D. Le couple des tangentes en A et B à F 
est une conique décomposée du réseau ; le point de rencontre de ces 
tangentes est un point de a. On voit ainsi qu'il existe une conique c 
lieu des pèles de D par rapport aux coniques du réseau ; en parti¬ 
culier, cette conique est le lieu des pèles de D par rapport aux 
coniques du faisceau linéaire ponctuel qui contient l'i et Fi. 

La droite 1 ), qui fait partie d’une conique décomposée du réseau, 
est tangente à la cayleycnne ; elle coïncide avec sa conjuguée. 
Montrons qu’elle est tangente double de la cayleyenne. A cet elfet, 
cherchons les tangentes à la cayleyenne, autres que D, qui passent par 
un point P de D. Une telle droite A rencontre les coniques Fj. Fj, 
F;, en trois couples de points qui appartiennent à une même invo- 
lution; l’un des points doubles de celle involution est P ; l’autre est 
nécessairement le point P' d’intersection des polaires Ài et de P 
par rapport à F, et à F2. Il en résulte que de P on ne peut mener 
qu’une tangente à la cayleycnne, autre que D ; la droite D est donc 
une tangente double. 

Les coniques F rencontrent la droite D en des couples de points 
qui appartiennent à une même involution. Si le point P de D varie 
en tendant vers un des deux points doubles I et J de cette involution, 
Michel, Géom. mod. 8 
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le point P' tend vers ce incrnc point, et la droite PP' tend vers D. 
De là résulte que les points de contact de la droite D avec la cay- 
leyenne sont les points 1 et J. 

Les tangentes à une conique F en ses points d’intersection avec D 
forment une conique décomposée du réseau ; elles sont donc tan¬ 
gentes à la cayleyennc. Cette courbe est en particulier l’enveloppe 
des tangentes aux coniques du faisceau linéaire ponctuel qui con¬ 
tient l'i et l'i en leurs points d’intersection avec la droite D. 

En supposant que la droite D soit la droite à l’inlini, on a le théo¬ 
rème suivant : 

U enveloppe dea asymptotes des eonûjues d'un faiseean linéaire ponc¬ 
tuel est une courbe de la troisième classe, en (jénéral indécomposable, 
bitaiKjente à la droite à l'injini, les deux points de contact étant les 
points doubles de l'involution formée par les couples de points d'intersec¬ 
tion de la droite a l'infini avec les conlijucs considérées. 

Si les coniques sont toutes des hyperboles éqiiilatères, les points 
de contact de la courbe avec la droite à l’inlini sont les points 
cycliques. Nous retrouverons plus loin la courbe sous le nom 
(.Vhypocycloïde à trois rebroussements. 

JjCS hyperboles équilatères qui sont circonscrites à un triangle T 
passent par rortbocentre de ce triangle; elles forment un’faisceau 
linéaire ponctuel de coniques, et l’enveloppe de leurs asymptotes est 
une hypocyclo’ide à trois rebroussements. 

Soient une hyperbole équilatère II circonscrite au triangle T, 
une asymptote A de celle hyperbole et la parabole P inscrite au 
triangle T et langenle à ladroite à l’inlini au poinlü> à 1 infini dans la 
direction des perpendiculaires à A. Il existe une infinité de triangles 
inscrits à 11 et circonscrits à P; parmi ces triangles, il en existe un 
(jui a un sommet en (o ; les côtés de ce triangle qui passent par w 
sont confondus avec la droite à l’infini; celle droite rencontre 
riiyperbole au point à l’infini dans la direction de A ; le troisième 
côté du triangle est donc l’asymptole A, qui est ainsi la tangente au 
sommet de la parabole P. Par suite, l'enveloppe des tangentes au som¬ 
met des paraboles P inscrites à un triangle'ï est une hypocycloïde à trois 
rebroussements, (jui coïncide avec l'enveloppe des asymptotes des hyper¬ 
boles éfpiiiatères circonscrites à ce triangle. 

Le lieu des foyers des paraboles P est, comme nous l’avons vu, le 
cercle circonscrit au triangle T. La tangente au sommet d’une para¬ 
bole P joint les pieds des perpendiculaires abaissées de son foyer sur 
les côtés du triangle; c’est donc une droite de Simson du triangle. 
Ainsi, l'enveloppe des droites de Simson d'un triangle est une hypo- 
cycloïde à trois rebroussements. 
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tl. Théorèmes corrélatifs. — r“ En appliquant le prin-cipe 
de dualité aux résultats établis dans les paragraphes 7, 8, y et lo, 
on obtient les énoncés suivants : 

a. Etant données trois coniques l'j, T;, n appartenant pas à an 
même faisceau linéaire tanqentiel, renveloppe d'une droite A telle que 
ses pôles par rapport aux trois coniques soient situées sur une même, 
droite A' est une courbe de la troisième elas'te 1 ', qui est aussi l'enve¬ 
loppe de A', et le lieu du point de rencontre M des droites A et A' est 
une courbe du troisième degré X. 

Les droites A et A' sont dites tangentes conjuguées h la courbe X'. 

fj. La cubique i] est le lieu d'un pal ni, M tel que les trois couples de 
tangentes menées de M aux coniques T,, l's appartiennent à une 
même involution. La courbe de la troisième classe 1 ' est l'enveloppe des 
droites doubles de celte involution. 

2" 11 existe une iudnité de coniques T dont cliacune fait partie 
d’un faisceau linéaire langentiel contenant une des trois coniques 
données et une conique du faisceau linéaire langctitiel qui contient 
les deux autres coniques données. Si 

cp,(«, ü, = O, 9>(«, i’,te) = o, '93(«, V,/t») O 

sont les équations tangentielles d<‘S trois coniques données, l’équa- 
lion tangenticlle générale des coniques T est 

V, w) - f- a-.9.i(w, v, iv) - h U;,93(11, e, w) . - o, 

étant trois constantes arbitraires non simultanément nulles. 
On désigne renseinble de ces coniques T sous le nom de réseau 
linéaire tangenliel. 

La cubique i: est le lieu des points qui forment les coniques 
décomposées du réseau ; elle est dite la hessienne du réseau. Les 
points de la bessienfie cpii forment une même coni((ue décomposée 
du réseau sont dits conjugués. J^a courbe de la troisième classe 
est l’enveloppe des droites qui joignent deux points conjugués de la 
hessienne ; elbî est dite la cayleyenne du réseau. 

Gomme application, considérons le réseau linéaire tangentiel qui 
contient deux coniques Tj et T-, non bomofocalcs et la conique décom¬ 
posée en les deux points cycliques. La hessienne du réseau est une 
cubique qui passe par les'points cycliques; elle est le lieu des foyers 
des coniques du réseau. La cayleyenne est une courbe de la troisième 
classe tangente à la droite à rinlîni ; elle est renveloppe des axes 
des coniques du réseau. 



Il6 COURBES DU TROISIÈME DEGRÉ ET DE LA TROISIÈME CLASSE 

On (lémonlre qu’il existe une infinité de coniques, proprement 
dites ou décomposées en deux points, qui sont harmoniquement 
inscrites à toutes les coniques d*un réseau linéaire ponctuel et que 
ces coniques forment un réseau linéaire tangentiel. Ce réseau 
linéaire tangentiel est dit conjugué du réseau linéaire ponctuel. 
Toute conique du réseau linéaire ponctuel est harmoniquement cir¬ 
conscrite à chacune des coniques du réseau linéaire tangentiel. 

Corrélativement, il existe une infinité de coniques, proprement 
dites ou décomposées en deux droites, qui sont harmoniquement 
circonscrites à tontes les coniques d’un réseau linéaire tangentiel ; 
ces coniques forment un réseau linéaire ponctuel, qui est dit con¬ 
jugué du réseau linéaire tangentiel. Toute conique du réseau linéaire 
tangentiel est harmoniquement inscrite à chacune des coniques du 
réseau linéaire ponctuel. 

Deux réseaux linéaires conjugués, l’un ])onctuel, l’autre tangen¬ 
tiel, ont même hessienne et même cayleyennc. 

H® Si les coniques d’un réseau linéaire tangentiel sont tangentes 
il une même droite D, la hessienne se décompose en cette droite et 
en une conique c, et la droite est une tangente double de la cay- 
leyenne. Parmi les coniques du réseau, il en existe une décomposée 
en deux points P et Q situés sur I). Ces deux points sont les deux 
points d’intersection de 1) avec la conique a et les deux points de 
contact de D avec la caylcyenne. 

Comme application, considérons deux paraboles non homofocalcs 
J I et Ta. Il existe un réseau linéaire tangentiel contenant ces deux 
coniques et la conique décomposée en les deux points cycliques l etj ; 
toutes les conicjues proprement dites du réseau sont des paraboles. 
La hessienne du réseau se décompose en la droite à l’iulini et en une 
conique g qui passe par les points cycliques et est par suite un 
cercle . Ce cercle est le lieu des foyers des conigaes du réseau. On voit 
ainsi, en particulier, que le lieu des foyers des paraboles inscrites 
à un triangle est le cercle circonscrit à cv. triangle. D’autre part, 
la cayleyenne est une courbe de la troisième classe bitangente à la 
droite à rinfini, les deux points de contact étant les points cycliques. 
Nous avons diVjà rencontré et nous retrouverons plus loin celte 
courbe sous le nom d’hypocycloïde à trois rebroussements. Cette 
courbe est l’enveloppe des axes des paraboles du réseau. On voit 
ainsi, en particulier, que i*enveloppe des axes des paraboles inscrites 
a un triangle est une hypocycloîde à trois rebroussements. 

Si les coniques d’un réseau linéaire tangentiel sont tangentes à 
deux droites D et D' se rencontrant en un point O, la cayleyenne 
se décompose en le point O et en une courbe de la seconde classe g. 
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la hessienne se décompose en les deux droites D et D' et en une 
troisième droite A, qui est la polaire de 0 par rapport à g. 

Si un réseau linéaire tangentiel contient une conique décomposée 
en deux points confondus en un point O, la caylcyenne se décom¬ 
pose en ce point 0 et en une courbe de la seconde classe g. (k^tte 
conique g est l’enveloppe des polaires de O par rapport aux coniques 
du réseau ; les tangentes menées de O à g sont les droites doubles 
1 ), et D2 de l’involution formée par les couples de tangentes menées 
de O aux coniques du réseau. La hessienne admet le point O comme 
point double, les tangentes en O étant les deux droites Dj et D.); 
elle est le lieu des points de contact des tangentes menées de O aux 
coniques du réseau. 

Gomme application, considérons deux coniques liornofocales F, 
et r.j et un point O distinct des points cycli(|ues et des foyers des 
deux coniques. 11 existe un réseau linéaire tangentiel contenant les 
coniques Fj et F.^ et la conique décomposée en deux points confon¬ 
dus en 0 . La caylcyenne est décomposée en le point O et en une 
conique g qui est tangente à la droite à rinfini et qui est ainsi une 
parabole. La hessienne est une cubique, en général indécom[)osable, 
qui admet le point O comme point double, les tangentes en ce 
point étant les droites doubles de Finvolution lormcc par les 
couples do tangentes menées de (.) aux coniques bomofocalcs aux 
coniques Fi et F^; ces tangentes sont rectangulaires. D’autre part, 
le couple des points cycliques constitue une conique singulière du 
réseau ; la hessienne passe donc par les points cycliques. Nous 
avons dt^jà rencontré ( 5 ) et nous retrouverons plus loin une telle 
courbe sous le nom de strophoïde. 

Les coniques liornofocales à l\ font partie du réseau linéaire tan¬ 
gentiel ; on voit d’après cela que le lieu des poinls de contact des tan- 
fjenles menées par un point fixe O à des conupies fioniofocales est une 
strophoïde et que fenueloppc des polaires du point 0 par rapport à ces 
conuiues est une parabole. Soient d’autre part A et B les deux 
points de contact des tangentes menées par 0 à Fi ; les coniques 
bitangentes à Fi aux deux poinls A et B font aussi partie du réseau 
linéaire tangentiel ; on voit cFaprès cela que le lieu des foyers des 
coniques bitangentes à une conique donnée en deux points donnés est, 
en général, une strophoïde et que renueloppe des axes de cès coniques 
est, en général, une parabole. 

Si l’on suppose que le point 0 soit situé sur un axe des coniques 
Fl et Ik ou sur la droite à l’infini, la hessienne se décompose en 
une droite et^en une conique. Notamment, 

Le lieu des poinls de contact des tangentes à des coniques liornofocales 
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(lui sont paraiIrles à une droite donnée est formé de la droite à Vmfmi 
et d*üne hyperbole écpiilalère. 

On a anissi le lliéorèmc suivant : 

Le lien des foyers des coniques tarujenles à deux droites parallèles 
en deux points donnés est une hyperbole éfpiilalèrc. 


12 . Soit un réseau linéaire langenlicl avant pour hessienne une 
cubique proprement dite. Considérons deux points A et 11 conjugués 
sur cette courbe. Un point Pi.' de la cubique inliniincnt voisin de A a 
pour conjugué un point B' de la cubi¬ 
que inünimcnt voisin de B. Soient 
k” Je point de rencontre des droites 
AA' et BB' et B" le point de rencontiie 
des droites AB' et BA'. La conique 
(orrnée des deux points A" et B" fait 
partie du faisceau linéaire tangenticl 
qui contient les doux coniques for¬ 
mées l’une des deux points A et B, 
l’autre des deux points k' et B'. Ces 
deux dernicres coniques appartenant au réseau linéaire tangenticl, 
il en est de môme de la première, et ainsi les points A" et B" sont 
deux points conjugués de la hessienne. 

Fixons A et B et faisons tendre k' et B' respectivement vers A 
cl B ; le point A" tond vers le point de rencontrcî des tangentes en 
A et B a la hessienne, et le point B" tend vers le point d’intersec¬ 
tion, autre que A et B, de la hessienne avec la droite AB. On a 
ainsi le théorèinc suivant : 

Les tangentes a la hessienne en deux poinis conjugués se rencontrent 
sur relie courbe en nn point dont le eonjmjué est le troisième point 
dPinlerseetion de la hessienne avec la droite fjjui joint les d(mx poinis 
conjugués considérés. 

Ce théorème admet un théorème corrélatif concernant les 
tangentes conjuguées à la cayleyenne d’un réseau linéaire ponc¬ 
tuel. 

En particulier, considérons le réseau linéaire tangenticl qui con¬ 
tient deux coniques Pi et non homofocales et la conique décom¬ 
posée en les deux poinis cycliques. La hessienne du réseau passe 
par les points cycliques, qui sont conjugués sur la courbe. Les tan¬ 
gentes en ces points se rencontrent en un point cp, qui est dit foyer 
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singulier de la cubique circulaire. On voit ainsi que la hessienne est 
une cubique circulaire qui passe par son foyer singulier. Ce foyer 
singulier cp est conjugué sur la cubique du point à l’infini dans la 
direction asymptotique réelle de la cubique ; il s’ensuit que la tan¬ 
gente en 9 à la cubi({uc passe par le point à distance finie de ren¬ 
contre de la cubique avec son asymptote réelle. 
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ET COURBES DE LA TROISIÈME CLASSE A TANCENTE DOUBLE 


1 . Soit une cuhicjuc H ayant un point doul)lc O à tangentes 
distinctes O.r et Oy. On a le tliéorènie suivant : 

Si M eü Ml so/i/ Ifis points iVintersection variahles de la cuhiqne avec, 
une droite passant par un point fixe P de la cubifjue^ les couples de 
droites telles que OM el ()M, appartiennent à une même involution qui 
contient le couple des tangentes nu point double. 

On a la démonstration sommaire suivante. A la droite OM il cor¬ 
respond une droite OM, et une seule, et inversement ; en outre, 
([uand la droite OM [)rend la position de OM,, la droite OM, prend 
la position de OM. Il s’ensuit que les droites OM et OM, se corres¬ 
pondent involutivement. 

On peut aussi ramener ce théorème au llicorèmc de Frégier rela¬ 
tif aux conitpics. Soit une transformation quadratique définie au 
moyen d’un faisceau linéaire ponctuel de coniques T parmi les- 
quelhîs se trouvent trois coniques distinctes décomposées en deux 
droites ayant respectivement pour points doubles le point O, le 
point P et un autre point Q de la cubique Cette transformation 
transforme la cubique en une conique passant par O et ne pas¬ 
sant ni par P ni par Q, une droite variable passant par P et ren¬ 
contrant en deux points variables M et M, en une droite passant 
par P et rencontrant 1' en deux points variables M' et M^. D’après 
le théorème de Frégier, les droites OM' et OMÎ sc correspondent 
involutivement. Soient A et A' les sécantes communes aux coniques F 
qui passent par O. Les droites OM et OM', OMi et OM[ sont con¬ 
juguées harmoniques par rapport aux droites A et A' ; il s’ensuit 
que les droites OM et OM, se correspondent involutivement. 

L’un des couples de l’involution est formé par les tangentes Ox 
et Oj en O à 
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Théorème réciproque. — Si deux droites variables passant 
par 0 et rencontrant en deux points variables M et Mj se corres¬ 
pondent en involution, et si en outre les tangentes au point double sont 
deux positions correspondantes de ces droites^ la droite MM, passe par 
un point fixe P de la cubique. 

Soient en elTet Om et Om, deux positions correspondantes des 
droites variables OM et OM,, m et m, leurs points d’intersection 
avec XI, P le troisième point d’intersection avec la cubique de la 
droite mm,. Si on mène par P une sécante variable, les droites qui 
joignent le point O aux deux points d’intersection variables avec il 
se correspondent en involution. Les deux correspondances involu- 
livcs ont en commun le couple des droites Ox et Oj et le couple des 
droites Om et Om, ; donc elles coïncident, et la droite MM, passe 
constamment par le point P. 

Les droites doubles de l’involution formée par les couples de 
droites OM et OM, sont les droites qui joignent le point 0 aux 
points de contact des tangentes à autres que la tangente en P, 
menées par le point P. On voit ainsi que d’un point 1 * (juelconque 
de i] on peut mener deux tangentes à i] autres que la tangente en 
1 *. Soient A et A' les points de contact de ces tangentes ; les 
droites OA et OA' sont conjuguées harmoniques par rapport aux 
droites O.r et Ov, 

Nous dirons que deux points M cl M' d’une cubique ayant un 
point double O à tangentes distinctes sont conjugués sur la 
courbe lorsque les droites OMet OM' sont conjuguées liarmoniques 
par rapport aux deux tangentes en O. Les tangentes à la cubi(ju(‘en 
deux points conjugués se rencontrent en un point situé sur la 
cubique. 

2 . Définition. Soit une droite fixe arbitraire 0 :, autre que O.r 
et 0 /. M étant un point de i], nous poserons 

U = ( 0 x, 0 y, 0 M, 0 z). 

A chaque position de M il correspond une valeur de K, et, récipro¬ 
quement, à toute valeur de H il correspond un point M et un seul 
de X; tel que l’égalité précédente ait lieu. Nous désignerons le 
■ rapport anharmonique K sous le nom de paramètre du point M sur 
la cubique X. 

Quand OM coïncide avec Ox, K est nul, et quand OM coïncide 
avec 0 /, R est infini. Le point double 0 de X a deux paramètres, 
qui sont o et go . 
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Th<^orème:. — Le produit dea paramètres R et R, des points 
variables M et M, d'intersection de avec une droite variable passant 
par un point fixe P de est constant. 

Pour domoiilrer co Uioorèmo, considérons la Iransformalion 
quadraii(jMC précédemment définie. I étant le point d’intersection 
autre que O de la droite O.: avec il, nous prendrons comme point 
singulier Q de la translormatiori le point d’inlerseclion autre que P 
et 1 de la droite PI avec ü. Les droites qui joignent le point O à 
un |)oint quelconque M de et à son transldrmé M' sur sont 
coâijuguées liarmoniques par rapport aux droites A et A' ; il en 
résulte que la conique 1' a pour tangente en O la droite Oz' con¬ 
juguée liarmoniquedc ()' par rapport aux droites A et A' et que les 
tangentes Oxet Ojen O à sont respectivement conjuguées harmo¬ 
niques par rapj)orl aux droites A et A' des droites qui joignent h* 
point O aux points d’intersection a et [4 de la conique et de la 
droite PQ. 

Gela pose, M' et MJ étant les transforméïs sur des points M et 
Mj sur i], on a 

R (().r, 0/, OM, Oz) -= (Oa, OM', 0:'), 

Ri -r (Or, Oj, 0.\I„ 0:) ^ (Oa, 0[i, OMJ, 0^), 

et par suite 

RR, == (Oa, 0,3, OM', 0.^') . (Oa, 0?, OMJ, O^'). 

Or, 1' étant le point d’inlerseclion delà droite 0:'avec la droite ajv, 
nous avons montré (1, ^ i) que l’on a l’égalité 

(Oa, OJi, OM', Oc') . (Oa, 0;i, OMJ, Oc') ^ (a.3PI') ; 
on a donc 

HR, =r (apPP) = consl. 

Théorème, — Le produit des paramètres des points de rencontre 
de la cubupie avec une droite variable est amstant. 

Soient deux droites A et A' rencontrant respectivement i] aux 
points Ml, M^, M:i, de paramètres Rj, R^, Rg, et aux points 
MJ, Ml, M;l, de paramètres RJ, RI, R.',. Considérons le point 'j, d(‘ 
paramètre p, d’intersection, autre que Mi et MJ, de la droite 
MiM î avt*c H. D’api'rs le liicon'^me précèdent, on u 

fRl, 


lURi-pH,, 



d’CMl 

et par suite 
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n,RoR:,cRtRî, R:R5R:Î =- pR,R;, 

r,RoR3==r;r^r!;. 

Nous désignerons par G la valeur constante non nulle et non 
infirne du produit RilUR;, des paramclres des points de rencontre 
de H avec une droite qnelconf|uc. 

Réciproquement, si le produit des paramètres R^, IL, IVj de trois 
points Ml, Mo, Mg de S est égal à G, les trois points sont en ligne 
droite. Soit en effet le point d’intersection M/,, autre que Mi et Mo, 
de la cubique ü avec la droite MiM^. Si R' est le paramètre doM- , 
on a 

R,U,R:,::=r=G -- R.RoRi 

et par suite R., -- R', ; donc M.', coïncide avec M 

Théorènio. — Les paramètres de deux points eonjugnés M et M' 
sont opposés. 

En effet, les tangentes en M et .M' se rencontrent sur la cubique 
en un point jj. de paramètre p. Si R et IV sont les paramètres des 
points M et M', on a 

d’où R---R'”, 

et par suite R — R'. 

Tlu^orûme. — Si M et M' s(ml les points de contact des tangentes 
à menées par un point li. de i], la droite MM' rencontre la cubique 
en un troisième point g.' qui est conjugué de {x. 

Soient en effet R et —R les paramètres des points M et M', 
P et p' les paramètres des points a et a'. On a 

pR2 = G== —p'R^ 
d’où c — — p'. 

Tliéorèllie.— La cubique ^ admet trois points d'inflexion^, et ces 
trois points sont en ligne droite. 

Soit r le paramètre d’un point m d’inüexion. La tangente en ce 
point à rencontrant i] en trois points conlondus, on a 


r^r=r:C. 
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Celle équation en r admet trois racines r,, r. 2 , r^, ce qui montre 
qu’il existe trois points d’inflexion. D’autre part, on a 

r^r.r^^ == G ; 

les trois points d’inflexion sont donc sur une inênic droite, dite droite 
des inflexions. 

Théorème. — Le conjugué harmonique d'un point d'inflexion par 
rapport aux deu c points d'intersection variables de la cubique el d'une 
droite variable passant par le point d'in flexion décrit une droite. 

Soient en ett’et m le point d’inflexion, M et Mj les points d’inlcr- 
scclion variables de avec une droite passant par m. Le couple des 
droites OM et varie dans une involulion. Quand la sécante 
variable vient se confondre avec la tangente d'inflexion, les deux 
points M cl Mj viennent se confondre avec m. L’une des droites 
doubles de l’involulion ])récédcnte est la droite Oui; ruiilrc droite 
double est le lieu du conjugué liarmonique de m par rapport aux 
points M el Mj. Ce lieu esldit polaire harmonique du point d'inflexion 
m par rapport à 

On voit que du point d'inflexion m on ne peut mener qu’une 
tangente à autre que la tangente d’inflexion, et le point de 
contact m' de celle tangente est le point d’intersection, autre queO, 
de il avec la polaire l)arrnoni([ue de m. Ce ])oint m' est conjugué 
de ni sur 

Soient deux sécantes passant par le point d’inflexion m et rencon¬ 
trant i] atix points M, M, el N, Ni. Les droites MN el M|Ni se 
renconlrenl sur la polaire harmoni(juc de ni. Quand, M el Mi 
restant fixes, i\ et N, tendent respectivement vers M el Mi, les 
droites MN et MiNi tendent vers les tangentes à 1 en M et Mj ; on 
voit ainsi que la jiolaire harmonique de m est aussi le lieu du point 
de rencontre des tangentes à H en Met Mj. 

Théorème. - Les couples de droites qui joignent un point u. de il 
au.r couples de points M el M' conjugués sur il appartiennent à une 
même involution. 

En efl'et, soient Mi el MJ les troisièmes points d’intersection de il 
avec les droites (xM et |xlVl'. Si R, R', R|, RJ sont les paramètres 
des points M, M', Mi, MJ, on a 

RRi^R'RJ. 

Or, R et R' sont opposés ; il en est donc de même de Ri et de RJ ; 
autrement dit, les points Mj et Mj sont conjugués. 
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D’après cela, à la droite variable A passant par le point fixe jjl, 
rencontrant la cubique X en deux points variables M et M^, il corres¬ 
pond une droite A', et une seule, passant par u. et rencontrant H 
aux points M' et Mî respectivement conjugués de M et de M,. D’autre 
part, quand A prend la position de A', A' prend la position de A. Il 
en résulte que les droites A et A' se correspondent involutivement. 

L’un des couples de l’involution ainsi définie est le couple des 
tangentes menées par g, à ü. L'une des droites doubles de cette 
involution est évidemment la droite {xO. Voici comment se déter¬ 
mine la seconde droite double. Soit \iJ le conjugué de [x sur ü ; 
les points de contact N et N' des tangentes menées par \x! à il sont 
conjugués et sont, comme nous l’avons vu, en ligne droite avec ix ; 
la droite ixNN' est donc la seconde droite double. 

Tli(>orome. — «Soi/ une droite variable passant par un point 
fixe jx de il et rencontrant i en deux points variables M et M,. Si jx' 
est le conjugué de |x, les droites a'M et a'iVli se correspondent involu¬ 
tivement. 

En elTet, soit M/ le troisième point d’intersection de la droite 
jx'Mi avec la cubique. Soient p, K, R,, U' les paramètres des points 
[X, M, Ml, M'. On a 

-pU,lV=-G; 

mais, on a pRRi = C ; 

par suite, on a R' — — R, 

et le point M' est conjugué de M. D’après le théorème précédent, 
les droites ix'M et ;x'Mi qui passent par deux points conjugués 
variables de i se correspondent en involution. Les droites doubles 
de f involution sont la droite |x '0 et la droite qui passe par les points 
de contact des tangentes menées par jx à il. 

3. Théorème. — Pour (jue six points M,, \L, M;,, ..., M,, de il, 
de paramètres R,, R.,, R;,, ..., R,,, sidenl situés sur une même coni¬ 
que, il faut et il sujjit que ron ait 

R 1 ILR 3 ..Rr.= G^ 

1 “ Supposons que les points M soient situés sur une même coni¬ 
que r. Soient [X, |x', |x" les troisièmes points d’intersection de il 
avec les droites M 1 M 2 , M 3 M 4 , M;iMe. Si c, p', p" sont les para¬ 
mètres de CCS points, on a 

pRjRa = G, 


p'RA^G, p'^R^Rh-G 
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cl par suite 
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Or, li?s points u., jx', |x" sont en ligne droite (VU, î; 3) ; on a donc 

?py-G, 

cl par suite RjR^RaRtHsHt; — 

!>.” Supposons que les paramètres 11,, R^ de six points 
Ml, Mc de 1 ' vérifient l’égalité énoncée. Par les cinq points 
Ml, Mo, M.i, parmi Ic.s<]uels il n’y en a pas quatre en ligne 
droite, il passe une conique T, cl une seiih*, qui reneonlre i] en un 
sivièine point M/, de paramètre K'. On a à la fois 

RiHo... R,R,. ^(:^ R,R.,... R:iIP C^ 

d’où R,; — IV ; le point M' coïncklc avec le point ; les six points 
donnés sont situés sur la conique ]'. 


CoiiséMiuenees. - r On a le ihcorènic suivant : 

l*(>ur ({lie irais points Mi, M 2 , M 3 de il soieni les poinis de conlact 
avec 1 (Cnue conique proprement dite trilangente à il, il faut et il suffit 
qu*ils soieni les conjinjués de trois pohils en liqne droite sur i]. 

S’il existe eu eiïet une conique F proprement dite tangente à il 
aux points M|, M 2 , M;,, de paramètres Ri, IV, R 3 , on a 

RîRmi = (? 

et par suite RiRolVi -- dr C. 


Or les points Mi, VL, M;, ne sont pas en ligne droite; on a donc 
l’égalité 

R 1 ILR 3 - - C, 


qui s’écrit aussi 


(.(-«.) = <:• 


Celte égaJilé exprime que les conjugués M,', M',, M', des poinis 
Ml, AL? M;t sont en ligne droite. 


Réciproquement, si les conjugués des points Mj, Mo, M 3 sont en 
ligne droite, on a 


R,R,U3 ==-(:, 
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d’où il résulte d'abord que les points Mi, jVI.^, M;, ne sont pas en 
ligne droite. On en déduit l’égalité 

K/H1R^==G^ 

qui exprime qu’il existe une conique 1 ’ rencontrant i: en deux points 
confondus avec Mi, en deux points confondus avec M., et en deux 
points confondus avec My. (iomrne les points M,, ne sont 

pas en ligne droite, cette conique r est proprement dite ; elle est 
tangente à H aux points M,, M 3 . 

2 " Par trois points j/i, tjij de il passe trois ronùptes 1 ’ oscula- 
irices a en an point nuire (pie y., y^j. P.n outre, les trois points 
de contact de ces eonûpies V avec ü et les trois points y, , , rjLg sont 
situés sur une même coniffue. 

Soient Pi, p.j, p;j les paramètres des points , y.^, Ui et K le para¬ 
mètre d’un point M de 1 ’. Pour que iM soit le point de contact 
avec 1 : d’une conique P osculatrice à i- et passant par y,, y.,, ya, il 
faut et il sulïit que son paramètre soit racine de ré((ualion du 
troisième degré en I\, 





On voit ainsi qu’il existe trois coniques P. Si IP, U", JV" sont les 
racines de cette équation, on a 

R'irlV" 

f 

c’est-à-dire K'll"iV'';ip 2 p 3 = 

ce qui nionlrc que les trois points de contact M', xM', M" des trois 
coniques V avec i: et les points y,, |ju, yg sont situés sur une même 
conique. 

Remarquons que lorsque les points yi, y., y^ sont en ligne 
droite, les points M', M", M'" sont les points d’inllexion de la 
cubique. 

4. Soit une conique 1 ’ renconlratil 1 ' aux six points M,, M.>, 
iVl,i, de paramètres Ib, lU, ..., Ib- La droite M:;M„ rencontre la 
cubique en un troisième point y de paramètre p. On a 

IbRdblMbHfi-CP, plblb-G, 
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d’où, par division incmbro à membre, 

_ (’• 

P 

Supposons que, les quatre points Mi, Mo, M3, M.^ restant fixes, la 
conique F varie et tende vers la conique To qui passe par les cinq 
points M,, Ma, M3, M4, O. La droite M;;M« tend vers la tangente 
en O à cette conique, le point \x tend vers le point ai, de para¬ 
mètre r, d’intersection, autre que O, de la tangente en O à la 
conique Fo avec X, et l’on a, entre les jiaramètres des points 
M,, Âlo, Mfl, Mv et ai, la relation 


r 

Cette relation est la condition nécessaire et sullisante pour que les 
points Ml, Mo, M;i, M4. et m de soient, les quatre premiers, les 
points d’intersection, autres que O, d’une conique passant par O 
avec il, le dernier, le point d’intersection, autre que O, de la tan¬ 
gente en O à cette conique avec iî. 

La relation précédente peut s’écrire 

r 

On voit ainsi que la conique Fo qui passe par O et quatre autres 
points Ml, Mo, M;,, M^ de ü et la conique I',', qui passe par O et les 
quatre points Mf, Mo, M3, Mî conjugués de M,, Mo, M;), M^ ont 
mémo tangente en O. 

Application. — On démontre que par un point P quelcon¬ 
que du plan .on peut mener quatre tangentes à i- et que la conique 
qui ])assc par les quatre points de contact Mj, Mo, M3, M^. de ces 
tangentes et par le point O a pour tangente en O la droite con¬ 
juguée harmonique de OP par rapport aux droites 0 .c et Oy. Si 
donc Uj, Ko, R;j, R^ sont les paramètres des points Mi, M2, M3, M4 
et si P est le paramètre du point p. d’intersection de i] avec la 
droite OP, on a 

1L1\25A^__C 

P 

En particulier, si P décrit une droite fixe passant par O, le produit 
RiRaRaR^ est constant. 
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5 . Soit P un point fixe de S. Si A et A', B cl B' sont deux 
couples de points conjugués sur il, les deux couples de droites 
PA, PA' et PJ^, PB' définissent une involution qui admet PO 
comme droite double. Considérons les coniques S du faisceau 
linéaire langentiel qui contient les deux coniques décomposées l’une 
en les doux points A et A', raiilrc en les deux points B et B'. Les 
couples de tangentes menées de P à ces coniques forment une invo¬ 
lution qui contient les deux couples de droites PA, PA' et PB, PB'; 
cette involution admet PO comme droite double, ce qui veut dire 
qu’il existe une conique S tangente en P à OP. On voit ainsi que la 
cubique peut être définie comme le lieu des points de eonlact des 
tangentes menées de son point doulde aux coniques d'un faisceau linéaire 
langentiel^ qui contient deux coniques déconq)Osées en des couples 
de points conjugués sur la cubique. C’est la réciproque d’un 
théorème antérieurement établi (Vil, § 11). 

Soient P cl P' les points de contact des tangentes menées de O à 
une conique S ; ce sont deux points de la cubicjiie ; montrons qu’ils 
sont conjugués. En elTct, les couples de tangentes menées de O aux 
coniques S forment une involution ; or, deux de ces couples sont 
les couples de droites OA, OA' et OB, OB' ; l’involution coïncide 
donc avec l’involulion formée par les couples de droites qui 
joignent O aux couples de points conjugués sur la cubique. 

11 en résulte que l’enveloppe des droites qui joigtient deux 
points conjugués sur est l’enveloppe des polaires de O par 
rapport aux coniques S. (^ette enveloppe est une conique T, tan¬ 
gente aux tangentes en O à il, qui sont les droites doubles de 
l’involulion formée par les couples de tangentes menées de O aux 
coniques S. 

D’un point P de la cubique, on peut mener deux tangentes 
à F; l’une est la droite qui joint le point P à son conjugué P', 
l’autre est la droite qui joint les points de contact des tangentes 
menées de 1*' à la cubique. 

Théorème. — Le point de contact avec ]' de la droite qui joint 
deux points conjugués M et M' sur i] est conjugué harmonique par 
rapport aux points M et M' du troisième point d'intersection de MM' 
avec E. 

Soient en effet deux autres points conjugués M, et Mi sur i-, 
M2 le troisième point d’intersection avec il de la droite MMj. 
Si K, Bi, H2 sont les paramètres des points M, Mi, M.2, on a 

RR,R3 = C, 
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relation qui s’écrit aussi 


(■-R)(-R.)R2 = G, 


d’où il résulte que M2 est le troisième point d’intersection de S avec 
la droite M'M|. La même relation peut encore s’écrire 

R (_ R.)(_ R,) _ G, (_ R)R.(-R2) - G, 


d’où il résulte que les droites MMJ et M'M, passent par le point 

M2 conjugué de Mo sur 

Soit 1 le point d’inlerscction 
des droites MM' et M^MJ. La 
droite M^I est conjuguée harmo¬ 
nique de la droite M2M2 par 
rapport aux deux droites MMiMj 
et M'MIM^. 

Gela posé, M et M' étant fixes, 
faisons tendre M| vers M et Mî 
vers M' ; le point M2 tend vers 
le point d’intersection des tan¬ 
gentes en M et M' à S, le point M' tend vers le troisième point 
d’intersection avec de la droite MM' ; il en résulte immédiate¬ 
ment que la position limite de I, point de contact de MM' avec T, 
est conjuguée harmonique par rapport aux points M et M' du troi¬ 
sième point d’intersection de la droite MM' avec Ü. 



Théorème. — La conique r est tangente à "ïl aux trois points 
IJ, I2, lli conjugués des points d'inflexion I,, L, I3. 

En effet, la droite CI' est la polaire harmonique du point d’in- 
llcxion 1 ; il s’ensuit que la droite H' est tangente en I' à S. Le 
troisième point d’intersection de 1] avec la droite qui joint I et T est 
ainsi confondu avec 1' ; or, le conjugué harmonique de 1' par rap¬ 
port aux deux points 1 et I' est le point 1' lui-meme ; la conique V 
est donc tangente en 1 ' à la droite II', c’est-à-dire tangente en ce 
point à 


Théorème. —■ La polaire hannonnpic d'un point d'inflexion est la 
polaire de ce point par rapport à F. 

En effet, une des tangentes menées de I h F est la droite II', le 
point de contact étant 1'. L’autre tangente rencontre 2] en deux 
points conjugués A et A', et le point de contact est conjugué harmo¬ 
nique de I par rapport à A et A' ; ce point est donc situé sur la 
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polaire hamnoniqtte de I. Comme I' appartient aussi à la polaire 
harmonique de I, cette droite est confondue avec la polaire de 1 par 
raipport à F. 

Théopéme. — La polaire du point O par rapport à V est la droite 
des inflexions. 

En elïct, les polaires des points d’inflexion par rapport à F pas¬ 
sent toutes trois par le point 0. 

11 suit de là que les tangentes eu 0 à louchent F en deux 
points situés sur la droite des inflexions. 

6. Soient deux couples de points conjugués A, A' et B, IF sur la 
cubique. Il est évident que les deux coniques décomposées en ces 
couples de points et la conique décomposée en deux points con¬ 
fondus en 0 ne font pas partie d’un même 
faisceau linéaire tangentiel. Elles définis¬ 
sent donc un réseau linéaire tangentiel de 
coniqtie.s S. Nous allons démontrer que la 
cubique il est lu hessienne de ce réseau. 

En effet, la hessienne est une cubi((ue 
qui, comme nous l’avons vu (VU, !:< i 0, 
admet le point 0 comme point double, les 
langenles en ce point étant les droib^s 
doubles de l’involiilion qui contient les 
deux couples de droites ()A, 0 .\' et Oli, 
OB'. Ces tangentes coïncident donc avec les tangentes (mi 0 à la 
cubique ü. D’autre part, la bessienne du réseau considéré pas.sc, 
comme par les points A, A', B, B'. Cola posé, les droites OA 
et OA' étant conjuguées harmoniques par rapport aux deux tan¬ 
gentes 0.7* et üj en 0 aux deux cubiques, il est possible de con¬ 
struire un quadranglc ayant pour cotés opposés 0.7* et Oj, de façon 
que les points de rencontre, autres que O, des côtés oppo.sés du 
quadranglc soient A et A'. Désignons par a et p les points d’inter¬ 
section de AA' avec Oæ et Oy. La transformation quadratique 
définie au moyen du faisceau linéaire ponctuel des coniques qui 
sont circonscrites à ce quadrangle transforme les deux cubiques en 
deux coniques qui passent par O, a et p et par les deux points 
transformés de B et de B'. Ces deux coniques, qui ont cinq points 
communs, tels que parmi ces cinq points il n’y en ait pas quatre 
en ligne droite, sont confondues, et il en est de même des deux 
cubiques dont elles sont les transformées. 

Les coniques décomposées du réseau linéaire tangentiel précé- 
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clcnl sont formées par les couples de points conjugués sur la cubique 
il, et les coniques proprement dites de ce réseau sont toutes les co¬ 
niques qui passent par deux points conjugués quelconques P et P' 
sur S et sont tangentes en ces points aux droites OP et OP'. 

La conique V enveloppe des droites qui joignent deux points 
eonjngncs sur i] est la cayleyenne du réseau. 

7 . Nous appellerons slrophoïde toute cubique circulaire ayant un 
point double O à tangentes rectangulaires. 

Les points cycliques 1 et J sont conjugués sur une stroplioïdc ; 

par suite, les tangentes en ces points 
à la courbe se rencontrent en un point 
F, dit foyer singulier^ situé sur la 
courbe. Pour qu’une cubique circu¬ 
laire à point double soit une stro- 
pboïde, il faut et il suffit qu’elle passe 
par son foyer singulier. 

Soient A et B les points d’intersec¬ 
tion variables d’une strophoïde avec 
une droite vasiable passant par le foyer singulier F. Le couple 
des droites OA et OB varie dans une involution dont les droites 
doubles sont les droites isotropes qui passent par O ; autrement 
dit, l(is droites OA et OB sont constamment rectangulaires. Le 
point conjugué F' de F est le point à l’infini de la slrophoïde dans 
la direction asymptotique réelle. I..e couple des droites F'A et F'B 
varie dans une involution dont les droites doubles sont la droite 
F'O et la droite à l’infini. 11 en résulte que la droite F'O, c’est-à- 
dire la parallèle à la direction asymptotique réelle menée par O, 
rencontre la droite variable FAB au milieu K de AB. Le triangle 
AOB étant rectangle en O, on a 

KA = KB = KO. 

On retrouve ainsi la définition élémentaire de la strophoïde. 

Uemarquons qu’il existe un cercle tangent en 0 à OF' et tangent 
en A à FA ; la slrophoïde est ain.si le lieu des points de contact des 
tangentes menées de F aux cercles tangents en O à OF'. Bemar- 
quons aussi qu’il existe un cercle de centre K et de rayon KO pas¬ 
sant par les points A et B ; ce cercle est tangent en O à la perpen¬ 
diculaire OFi en O à OF' ; la strophoïde est ainsi le lieu des points 
d’intersection des cercles tangents en O à OFj avec leurs diamè¬ 
tres qui passent par F (VII, § 5 ). 

L’enveloppe des droites qui joignent deux points conjugués de la 
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stropboïde csl tangente à la droite à l’infini ; c’est donc une para¬ 
bole r. Le point O est un point de la directrice de la parabole et la 
polaire du point O par rapport à la parabole est la droite des in¬ 
flexions. Le foyer cp de F est donc le pied de la perpendiculaire 
abaissée de 0 sur la droite des inflexions. 

Les couples de droites qui joignent un point fixe M de la stro- 
phoïde aux couples de points conjugués sur celte courbe forment 
une involulion. L’un de ces couples est le couple des droites iso¬ 
tropes qui passent par M; les droites doubles de l’involution sont 
donc rectangulaires ; l’un d’eux est la droite MO ; l’autre est la 
droite qui passe par M et par les points de contact des tangentes à 
la stropboïde menées par le point M'conjugué de M sur la courbe. 
Cette dernière droite est tangente à la parabole F, et la stropboïde 
apparaît ainsi comme la podaire de la parabole V par rapport au 
point O, qui apparlient à la directrice de F. 

Lorsque la cubique est une stropboïde, le réseau linéaire tan- 
genliel dont elle est la bessienne contient la conique décomposée 
en les deux points cycliques. Il en résulte que si une conique fait 
partie du réseau, toute conique bomofocale en fait aussi partie. Les 
foyers réels et les foyers imaginaires d’une conique S du réseau for¬ 
ment des couples de points conjugués sur la stropboïde ; les axes 
des coniques S sont tangents à la parabole F, et les centres de ces 
coniques sont situés sur la directrice de F. 

Considérons les coniques bornofocales h une conique S ; elles for¬ 
ment un faisceau linéaire tangenliel de coniques S. La siroplioïde 
est le lieu des points de contact des tangentes menées de O à ces coniques. 

D’autre part, tout cercle qui a pour centre O est une conique S. 
On voit ainsi que la strophoïde est le lieu des points de contact des 
tangentes menées de O aux coniques d'un faisceau linéaire tangentiel 
qui contient un cercle de centre O. 

8. Par application du principe de dualité aux Ibéorèmes qui 
viennent d’ôln* établis relativement aux cubiques ayant un point 
double à tangentes distinctes, on obtient des théorèmes relatifs aux 
courbes de la troisième classe ayant une tangente double à points 
de contact distincts. Il suffit de les énoncer. 

Soient 1 et J les points de contact de la tangente double T avec 
la courbe ü. 


i" Les couples de points d’intersection avec T des tangentes va¬ 
riables à il menées par un point variable d’une tangente fixe for¬ 
ment une involution qui contient le couple des points I et J. Réci- 
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proquemcnt, le lieu des points d’intersection de deux tangentes 
vaniabies à 11 menées par deux points variables de T se corres¬ 
pondant dans une involution qui fait se correspondre les points I et 
J est une droite tangente à ü. Les tangentes à aux points d’in- 
terseclion de cette droite avec S, autres que son point de contact 
avec S, rencontrent T aux points doubles de l’involulion précé¬ 
dente. 

Nous dirons que deux tangentes A cl A' à ij sont conjuguées 
lorsque leurs points de rencontre avec T sont conjugués harmo¬ 
niques par rapport aux points 1 et J. Pour que deux tangentes 
soient conjuguées, il faut et il siitïit que la droite qui joint leurs 
points de contact avec soit tangente à i]. 

2® M étant le point où une tangente variable A à rencontre T, 
et, d’autre part, oj étant un point fixe de T, autre que 1 et J, nous 
appellerons paramètre R de A le rapport arihartnonique (IJMto). A 
chaque tangente A à X il correspond une et une seule valeur de R, 
et réciproquement. Exception doit être faite pour la tangente 
double qui a deux paramètres, o et cx>. 

Les paramètres de deux tangentes conjuguées sont opposés. 

Pour que trois tangentes à soient concourantes, il faut et il 
sullit <|uc le produit de leurs paramètres soit égal à une constante 
C, non nulle et non inünie, dont la valeur dépend du point fixe 
(O choisi sur T. 

3 " Voici des conséquences de ce théorème. 

Si on mène les tangentes à aux points A et A' où elle est ren¬ 
contrée par une de scs tangentes A, la troisième tangente à 
menée par le point de rencontre des tangentes en A et A' est la 
tangente A' conjuguée de A. 

La courbe admet trois points de rebroussement, et les tangentes 
de rebroussement concourent en un point, (jue nous appellerono 
centre des rebroussements. 

Si d’un point d’une tangente de rebroussement on mène les tan¬ 
gentes variables à i], lu droite conjuguée harmonique de la tan¬ 
gente de rebroussement par rapport à ces deux tangentes passe par 
un point fixe de la tangente double ; nous appellerons ce point pôle 
harmonûjue de ta tangente de rebroussement. 

Une tangente de rebroussement rencontre la courbe en un seul 
point autre que le point de rebroussement. La tangente en ce 
point est conjuguée de la tangente de rebroussement, et elle passe par 
le pôle harnaonique de la tangente de rebroussement. 

Deux tangentes conjuguées variables rencontrent une tangente 
llxc en deux pointa qui se correspondent involutivemont. Un couple 
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de Tinvolution est forint par les points où la tangente fixe ren¬ 
contre 1]. Un des points doubles est le point d'intersection de la 
tangente fixe avec T, l’autre point double est le point d’intersec¬ 
tion des tangentes h S aux points où S est rencontrée par la tan¬ 
gente conjuguée de la tangente fixe. 

Si on mène d’un point variable sur une tangente fixe les deux 
autres tangentes à ces doux droites rencontrent la tangente con¬ 
juguée de la tangente fixe en deux points qui se correspondent 
involutivement. Les points doubles de l’involution sont, d’une part, 
le point où la tangente conjuguée de la tangente fixe rencontre la 
tangente double, d’autre part, le point d’intersection des tangentes 
à la courbe aux points où celle-ci est rencontrée par la tangente ûxe. 

4 ® Pour (fue six tangentes à H soient tangentes h une môme co¬ 
nique, il laul et il sulïit que le produit de leurs paramètres soit 
égal à G^. 

5 ® Voici des conséquences de ce théorème. 

Pour que trois points do soient les points de contact avec 
X d’une conique proprement dite tritangente à il faut et il suffit 
que les tangentes à ü en ces trois points soient les conjuguées de 
trois tangentes concourantes à iJ. 

Étant données trois tangentes oi, 82, 83 à il existe trois co¬ 
niques tangentes à ces trois droites et osculatriccs à en un point 
autre qu’un des points de contact de lù avec 8], 82, 83. Les tan¬ 
gentes à aux trois points M de contact avec ces coniques et les 
droites ot» o.^, 83 sont tangentes à une même conique. 

Soit une conique V tangente à la tangente double T à en un 
point m. Outre T, elle admet avec quatre tangentes communes 
Al, A2, Ay, A4. Si Kl, R2> Hs) R4 sont les paramètres de ces quatre 
droites et si r est le rapport anharinonique des quatre points I, J, 
m, U), on a 

r 

Une droite quelconque L rencontre S en quatre points Mi, M2, 
My, M4. Si A|, A2, A3, A4 sont les tangentes à 5 ] en ces quatre 
points, la conique qui est tangente à ces quatre droites et à T a 
pour point de contact avec T le conjugué harmonique par rapport 
aux points I et J du point p. d’intersection de L et de T. R], R2, 
R3, R4 étant les paramètres de A,, A.>, A3, A4 et p étant le rapport 
anharmonique des quatre points I, J, p, w, on a 

RiR2R3R4_ p 


P 
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En particulier, si la droite L varie en passant par un point fixe 
{X de T, le produit RiR2R;iR4 est constant. 

9. Une courbe de la troisième classe qui a une tangente double 
à points de contact distincts peut être définie comme l’enveloppe des 
tangentes, en leurs points d’intersection avec une droite fixe, aux 
coniques d’un faisceau linéaire ponctuel qui contient deux coniques 
décomposées en ckmx couples de tangentes conjuguées ; la droite fixe 
est la tangente double. Les points de contact de la tangente double 
sont, les points où cette droite touche deux coniques du faisceau 
linéaire ponctuel. 

Le lieu des points d’intersection de deux tangentes conjuguées 
est une conique T qui passe par les points de contact de la courbe 
avec sa tangente double. 

Une tangente quelconque à rencontre P en deux points ; l’un 
est le point où cette tangente est rencontrée par sa conjuguée; 
l’autre est le point d’intersection des tangentes à aux points où 
il est rencontrée par celle tangente conjuguée. 

La tangente en un point à la conique P est, par rapport aux 
deux tangentes conjuguées à 1 } qui passent par le point, conjuguée 
harmonique de la troisième tangente à i] menée de ce point. 

La conique P touche la courbe i] aux points, autres que les 
points de rebroussement, où ^ est rencontrée par les tangentes 
de rebroussement. Le pôle d’une tangente de rebroussement par 
rap]iort à P est le pùle barmoriique de celle tangente. Le pôle de la 
tangente double T par rapport à P est le centre des rebroussements. 

Considérons toutes les coniques S qui touchent deux tangentes 
conjuguées h i] aux points où ces deux droites sont rencontrées par 
la tangente double T. Ces coniques apparlieiinent à un réseau 
linéaire ponctuel dont les coniques décomposées sont formées par 
les couples de tangentes conjuguées ai]. La courbe i] est la cay- 
leyeniie de ce réseau, et la conique I’ en est la hessienne. 

10 . Supposons que la courbe i] soit une courbe de la troisième 
classe bitangente à la droite à l’infini, les points de contact étant 
les points cycliques 1 et J. 

Deux tangentes conjuguées sont rectangulaires. Les tangentes à 
S aux points où i] est rencontrée par une de ses tangentes sont 
rectangulaires. 

Si U) est un point à rinlini, le paramètre d’une tangente est égal 
à V étant l’angle de la direction X qui a pour point à l’infini 
(i> avec celte tangente. On a par suite le théorème suivant, dû à La- 
guerre : 
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Pour que trois tangentes à soient concourantes, il faut et il suffit 
que la somme des angles que fait une direction fixe X avec ces tangentes 
ait une certaine valeur donnée A, définie à kn prés, qui dépend du 
choix de la direction fixe X. 

On appelle orientation d’un système de droites variables par rap¬ 
port à une direction fixe la somme des angles que fait la direc¬ 
tion fixe avec ces droites. L’énoncé précédent se transforme ainsi : 

Pour que trois tangentes à S soient concourantes, U faut et il suffit 
que l’orientation du système de ces tangentes ait une certaine valeur 
donnée’^A . 


Si 0 est l’angle que fait X avec une langente de rebroussement, 
on a 


80 = A -h k-K, 


k étant un entier quelconque. On voit ainsi que les tangentes de 
rebroussement fout entre elles des angles de fio" et de 

Le pôle harmonique d’une tangente de rebroussement étant à 
l’infini dans la direction des perpendiculaires à cette droite, les 
deux tangentes variables menées h j)ar un point variable d’une 
tangente de rebroussement sont symétriques par rapport à cette 
tangente, ce qui montre que la courbe 1] admet ses tangentes de 
rebrous.sement comme axes de symétrie. Il en résulte immédiate¬ 
ment que les trois points de rebrousseiTieiit sont les somuiets d’un 
triangle équilatéral et que le centre O des rebroussements est le 
centre du cercle circonscrit à ce triangle. 

Deux tangentes rectangulaires rencontrent une tangente fixe en 
deux points variables symétriques par rapport à un point fixe de 
cette tangente fixe. Parmi les couples de points déterminés ainsi 
sur la langente fixe se trouvent le couple des points d’intersection 
de la tangente fixe avec ^ elle couple formé par le point de contact 
de la tangente fixe et le point où cette tangente est rencontrée |)ar 
sa conjuguée. 

La conique F est un cercle qui est tangent à aux points, 
autres que les points de rebroussement, où ü est rencontrée par ses 
tangentes de rebroussement ; il a pour centre le point O. C’est le 
lieu des points d’intersection de deux tangentes rectangulaires à il. 

Considérons le triangle rectangle formé par une tangente A à i- 
et les tangentes rectangulaires à il aux points B et C où A ren¬ 
contre il. Le cercle P passe par le sommet A de l’angle droit, par 
le pied H de la hauteur abaissée de A sur l’hypoténuse BG et par 
le milieu I de BG ; il est donc le cercle des neuf points du triangle 
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ABC ; son rayon est égal à —BG. On voit ainsi que là portion BG 


d’une tangente A à comprise entre les deux points d’intersection 

de A avec ^ a une longueur 
constante, égale au diamètre 
du cercle V. 

Toute tangente A à S ren¬ 
contre r en deux points dont 
l’un p, est le point d’intersec¬ 
tion avec sa conjuguée A' et 
l’autre v le milieu fixe du seg¬ 
ment limité aux points d’inter¬ 
section de A avec doux tangentes rectangulaires quelconques è S. 
Le point M de contact de A avec est le symétrique de p. par rap¬ 
port à V. 

Quand le point p se déplace sur I", le point v varie sur ce cercle, 
et sa position dépend de celle du ]X)int p. Désignons par a l’arc 
algébrique décrit par p à pariir d’une position initiale et jvar p l’arc 
algébrique décrit par le point v à partir de la position initiale cor¬ 
respondante. Il est facile de montrer que l’on a 



doL 

dp 



2 . 


On en tire, en intégrant, 

a — — 2p. 

On en déduit immédiatement que le [voinl M peut être considéré 
comme un point marqué sur le cercle 
constamment égal à L, qui passe par 
M et est langent en v à T, roulant sans 
glisser sur le cercle F' concentrique à F 
et de rayon triple du rayon de F. Ce 
cercle F' est le cercle qui passe par les 
trois points de rebroussement de 2. 

On voit ainsi que S est une hypocycloîde 
à trois rebroussements. 

Les coniques S sont les coniques qui 
ont pour asymptotes deux tangentes rectangulaires à F hypocycloîde. 
Une hypocycloîde à trois rebroussements S est d'une infinité de manières 
l'enveloppe des asymptotes d’hyperboles équilatères qui Jorment un 
Jaisceau linéaire ponctuel ; le lieu des centres de ces hyperboles est le 
cercle F tritangent à Chypocycloîde. 
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Or a relativement à l’hypocycloïdc £ les autres résultats sui¬ 
vants : 

i“ Pour que six tangentes à riiypocycloïde soient tangentes à 
une même conique, il faut et il sullit que l’orientation du système 
de ces tangentes soit égale à 2A. 

2® Pour que trois points de l’hypocycloïde soient les points de 
contact avec D d’une conique tritangente à i], il faut et il sullit que 
les tangentes à S en ces trois points soient respectivement perpen¬ 
diculaires h trois tangentes concourantes à il. 

3 " Soit une parabole. Outre la droite à rinlini, elle admet avec 
riiypocycloïde S quatre tangentes communes Ai, Aj, A3, A*. Si 
V|, V3, V3, V4 sont les angles que fait la direction fixe X avec ces 
quatre droites et si v est l’angle que fait cette même direction avec 
la direction asymptotique de la parabole, on a 

V. 4 -V, 4 -V 3 -t-V 4 -i;=.V. 

4 " U/ie droite quelconque L rencontre l’hypocycloïde 1 en quatre 
points Ml, M>, xVls, M4. Si Ai, A2, A3, A4 sont les tangentes à S en 
ces quatre points, la parabole tangente à ces quatre droites a sa 
direction asymptotique perpendiculaire à L. Si Vi, V.^, V3, V4 sont 
les angles que fait X avec Aj, A^, A3, A4 et si u est l’angle que fait X 
avec la direction asymptotique de la parabole, on a 

v,-+-v.,4-V, + V*-«=-A+ 5. 

^ 2 

Si U est coiLstant, il eu est de même de Vi f- Vi-h V3 V4. Par 
suite, 

Vorienlalim du système des iamjenlcs à Ihypocycloïde aux quatre 
points d*intersection de cette courbe avec une droite L demeure constante 
lorsque la droite L se déplace parallèlement à une droite fixe. 

5 ® Supposons que la droite L soit normale a la courbe S. Alors 
Tune des quatre tangentes précédentes est perpendiculaire à L ; par 
exemple, on a 



il s’ensuit que l’on a 

V-2-+-V3-4-V4=A; 


ofi a ainsi le théorème suivant : 
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Les tangentes à Vhypocycloïde aux points iVintersection, autres que 
M, de la courbe avec la normale en un de ses points M sont concou¬ 
rantes. 

11. Soit une cubique i] ayant un point de rebroussement 0 ; les 
deux tangentes en O sont confondues en une seule droite 0.t. On a 
le théorème suivant : 

Si M et Ml sont les points d"intersection variables de la cubique avec 
une droite passant par un point Jixe P de la cubique, les couples de 
droites telles que OM et OM, appartiennent à une même involution, qui 
admet comme droite double la tangente de rebroussement. 

On a la dcmonstralion sommaire suivante. A la droite OM il 
correspond une droite OMj et une seule, et inversement; en outre, 
quand OM prend la position de OMi, OM, prend la position 
de OM. 11 s’ensuit que les droites OM et OM, se correspondent invo- 
lutiveinent. Quand M tend vers 0 , il en est de même de M, ; les 
droites OM et OMi tendent simultanément vers O.r, qui est une 
droite double de rinvolution formée par les couples de droites OM 
et OM,. 

Mais on peut ramener aussi le théorème au théorème de Prégier, 
en transformant quadratiquement la cubique en une conique. La 
démonstration est la même que celle du théorème fondamental sur 
les cubiques ayant un point double à tangentes distinctes (î^ i). 

Réciproquement, si deux droites variables passant par 0 et rencon¬ 
trant en deux points variables M e/ M^ se correspondent en involution, 
et si en outre la tangente de rebroussement est une droite double de 
rinvolution, la droite MM, passe par un point fixe de la cubique. 

La démonstration est la même que celle que nous avons donnée 
du théorème réciproque du théorème fondamental relatif aux 
cubiques ayant un point double à tangentes distinctes. 

Les droites doubles de rinvolution formée par les couples de 
droites OM et OM, sont la droite Oa; et la droite qui joint le point 
O au point de contact d’une tangente, autre que la tangente en P, 
menée de I’ à la cubique. 

Faisons correspondre «à cliaque point M de un paramètre X 
représentant linéairement la droite OM autour du point 0 . Le 
point O a un paramètre a, qui est la valeur de X quand la droite 
variable qui passe par O prend la position Ox. Soient X et X, les 
paramètres des points M et M, d’intersection de la cubique avec une 
droite variable passant par un point fixe P de D’après ce qui 
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précède, la droite conjuguée harmonique de Oj; par rapport aux 
droites OM et OM, est fixe, et par suite on a 

1 • 

-1-= const. 

\ — a Al — a 


12. Théorème. — Le pôle harmonique du point de rebrousse¬ 
ment O par rapport à un système de trois points quelconques de i] en 
ligne droite est un point fixe de yi. Ce point fixe est l'unique point 
d'infiexion l de H. Réciproquement si le pôle harmonique de O par 
rapport à un système de trois points de H coïncide avec I, les trois 
points sont en ligne droite. 

Soient en elTet deux droites A et A' rencontrant respectivement 
aux points M3, de paramètres Ài,X 2,A;}, et aux points 

MÎ,M.2, Ma, de paramètres XÎ,X2, X». Considérons le point m, de 
paramètre ;a, d’intersection, autre que Mj et Mj, de la droite M,M', 
avec D’après le théorème précédent, on a 

J— == __I_ 

X.» — a A;) — X [A — a Al — a 




Nous désignerons par C la valeur constante de la somme des 
nombres tels que —-— relatifs aux points de rencontre de il avec 
une droite quelconque. 

Réciproquement, si Mi, M,, M3, de paramètres Xi,X2, X3 sur ij, 
sont tels que l’on ait 



ces trois points sont en ligne droite. Soit en elîet le point d’inter¬ 
section Ma, autre que Mi et M.2, de la cubique i] avec la droite 
MiMj. Si X3 est le paramètre de M3, on a 



et par suite X3 = Xj ; donc M3 coïncide avec M3. 
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Cck posé, montrons que la cubique ^ admet un |K>int d’inHcxion 
et un seul. Soit en elTet p le paramètre d’un point d’inilexion I. 
La tangente en ce point à S rencontrant S en trois points confon¬ 
dus, on a 



Celle équation en p admet une racine et une seule, ce qui montre 
qu’il existe un point d’inflexion et un seul. 

Grâce à l’introduction du point 1 d’inflexion de il, la condition 
nécessaire et suflisante pour que trois points Mi, M^, de i] soient 
en ligne droite s’écrit 

I I I 3 

^- ^ -, 

Aj — a /o — ot A3 — a P — a 

ce qui cx])rimc que I est le pôle harmonique de O par rap])ort au 
système des points M3, ou encore que la droite Oi est 

polaire liarmoniquc de 0.r par rapport aux droites OMi, OM2, OM;j. 

En particulier, supposons que la tangente de rebroussejnenl soit 
la droite à l’infini du plan. Le tliéorènic précédent peut alors 
s’énoncer ainsi : 

Pour que trois points de la cuhiqne soient en ligne droite, il Jaut et 
il suffit que leur centre des mojennes distances soit situé sur la paral¬ 
lèle à la direction asymptotique de la cubique menée par le point 
d* inflexion. 

13 . Tlii^orèaie. — conjugué harmonique du point d*inJlexion 
par rapport aux deux points iVintersection variables de la cubique et 
d'une droite variable passant par le point d'inflexion décrit la tangente 
de rebroussement. 

Soient en effet 1 le ])oinl d’inflexion, M et Mi les points d’inter¬ 
section variables de i- avec une droite passant par ï. Le couple des 
droites OM et OM, varie dans une involntion. Quand la sécante 
variable vient se confondre avec la langcnlc d’inflexion, les deux 
points iM et M, viennent se confondre avec 1 . L’une des droites 
doubles de l’involution est donc la droite OI ; la tangente de 
rebroussement, qui est l’autro droite double de l’involution, est le 
lieu du conjugué Imrmonique de l par rapport aux points M et Mp 

Considérons deux sécantes passant par 1 , l’une rencontrant X en 
M et Ml, l’autre rencontrant en M' et M(. Les droites MM' et 
MjMI se rencontrent en un point situe sur la tangente de rebrous- 
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sement. Si, M et Mj étant fixes, M' et Mî tendent respectivement 
vers M et M', les droites MM' et MiM{ tendent vers les tangentes en 
M et Ml à Ainsi, la tangente de rebroussement est le lien du 
point de rencontre des tangentes à ^ en M et M(. 

14. Théorème. — Pour que six points Mi, M. 2 ,..., Me de ^ soient 
situés sur une même conique^ U faut et il suffit que le point d’inflexion 
de 2 soit le pôle harmonique du point double par rapport an système de 
ces six points. 

i“ Supposons que les points JM soient sur une même conique T. 
Soient m, m', m" les troisièmes points d’intersection de XI avec les 
droites M,M.2, M;,M4, M:iM(j. Si Xi, X.,..., sont les paramètres des 
points Ml, M^,M,i, si p, p', p" sont les paramètres des points m, 
m', /«", enfin, si ix est le paramètre du point d’inllexion, on a 



Or, les points m, m', m" sont en ligne droite ; on a donc 



, i I () 

et par suite -h • • • i — - = 

Xi — a X,; — x jx — a 

2® Supposons que les paramètres X de six points M de XI vérifient 
l’égalité précédente. Par les cinq points Mi, M2, ...,M5, parmi les¬ 
quels il n’y en a pas quatre en ligne droite, il passe une conique 
et une seule, qui rencontre X] en un sixième point M', de para¬ 
mètre X'. On a à la fois 


- }_ ... _j_- , 

Xi — a Xg — a X' — a [x — a 
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d’où X' —Xej le point M' coïncide tivec le point M^; les six points 
donnés sont situés sur la conique T. 

Conséquence. — Par trois points nii, m^, de il, il passe une coni¬ 

que ^ et une seule osculatrice d 5 ] en un point M autre que mj, m.j, m^. 

Le paramètre de M est en effet racine de l’équation du premier 
degré en X 

_I_I_i_ 

X — a UL — a Pi — a p.» — a p., — a 

pif p2> pa étant les paramètres des points mi, m.>, rn^. 

15 . Soit une conique 1" rencontrant ^ aux six points Mi, M2, 

M,î, de paramètres Xt, X2, Xc,. La droite rencontre la 

cubique en un troisième point m de paramètre p. On a 


r * “r-—- > 

X, — a Xr, — a p. — a 



d’où, par soustraction membre à membre, 


3 



Supposons que, les qiiatre points M,, M.,» ÎVJ3, M4 restant fixes, la 
conique F varie et tende vers la conique I’’,, qui passe par les cinq 
points Ml, M.j, M;,, M4, O. La droite M.jMo tend vers la tangente en 
O à cette conique, et le point ni tend vers le point d’intersection /, 
autre que O, de H avec cette tangente. Si 0 est le paramètre de t, on a 

Al — X A4 — a 0 — a (/. — a 

Cette relation est la condition nécessaire et sulïisante pour que les 
points Ml, M2, M.i, M4 et t de ü soient, les quatre premiers, les 
j)oints d’inUîrsectiori, autres que O, d’une conique passant par O 
avec i], le dernier, le point de rencontre, autre que O, de i] avec la 
tangente en () à cette conique. 

16 . La cubique i] est de la troisième classe. Les résultats précé¬ 
dents admettent des résultats corrélatifs, qui s’appliquent à une 
courbe de la troisième classe ayant un point d’inflexion. Une telle 
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courbe est du troisième degré et admet un point de rebroussement ; 
c’est une cubique ii. 

D’un point variable K de la tangente d’inflexion, on ne peut 
mener qu’une tangente variable à la cubique 1'. Si M est le point 
de contact de celte tangente, il y a correspondance liomographique 
entre la droite OM et la droite OK. Tout paramètre représentant 
linéairement le point K sur la tangente d’inflexion est lié Iiomo- 
grapliiquement à un paramètre représentant linéairement la droite 
OM autour de O. On a aussi les théorèmes suivants : 

i" Pour que les tangentes en trois poinU M;, de H soient 

concourantes, il faut et il snjjfit que le point de rebroussement soit pôle 
harmonique du point d'inflexion par rapport au système de ces trois 
points, ou encore, il faut et il sujfil que la droite Ox soit polaire har~ 
monique de 01 par rapport au système des droites OMi, OM^, OM;j, ou 
enfin, il faut et il suffit que le point d*intersection des tangentes 
d'*inflexion et de rebroussement soit pôle harmonique de 1 par rapport 
au système des points K.>, R3 où la tangente d*inJlexion rencontre 
les tangentes en M<, Mo, M;,. 

a" Pour que les tangentes en six points Mt, M^, ..., Mo de soient 
tangentes èt une meme conique, il faut et il suffit que le point de 
rebroussement soit pôle harmonique du point d''inJîexion par rapport 
au système de ces six points. 

3 “ Si d'un point de la tangente de rebroussement on mène les deux 
tangentes variables à 11, la droite conjuguée harmonique de la tangente 
de rebroussement par rapport èt ces deux drentes passe constamment par 
le point d'inflexion. La droite qui joint les points de contact de ces 
tangentes imriables èi passe aussi par le point d'injlexion. 

17 . Nous appellerons cissoïde toute cubique à point de rebrousse¬ 
ment passant par les points cycliques 1 cl J. On a immédiatement, 
relativement à la cissoïde, les théorèmes suivants : 

1° Si on mène une droite parallèle èi l'asymptote réelle, les droites 
qui joignent le point double aux points d'intersection à distance finie de 
cette droite avec la cissoïde sont symétriques par rapport à la tangente de 
rebroussement. 

a" La droite qui joint le point de rebroussement au point de la 
cissoïde où la tangente est parallèle à Vasymptote réelle est perpendicu¬ 
laire à la tangente de rebroussement. 

3 “ Par un point de la cissoïde on peut mener à la cissoïde un cercle 
osculaleur, et un seul, touchant la cissoïde en un point autre que le point 
donné. 
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CHAPITRE IX 


CONES DU SECOND DEGRÉ ET CONES DE LA SECONDE CLASSE 


1. Définitions. — Un cône dn second degré de sommet S est 
le lieu d’un point M tel que la droite SM rencontre une conique 
donnée P, proprement dite ou décomposée en deux droites, située 
dans un plan II qui ne passe pas par S. Si la conique P se décom¬ 
pose en deux droites Aj et Aa, on dit que le cône se décompose 
on les deux plans qui passent par S et respccliveracnl par les 
droites Ai et Aj. 

Un cône de la seconde classe de sommet S est Penvcloppe d’un 
plan qui passe par S et qui rencontre un plan donné 11 ne passant 
pas par S suivant une tangente à une conique donnée P, proprement 
dite ou décomposée en deux {X)ints. Si la conique P est décomposée 
en deux points A, et A^, on dit que le cône se décompose en les 
deux droites SAi et SA^. 

Un cône du second degré indécomposable est aussi un cône de 
la seconde classe indécomposable, et réciproquement. 

On dit que deux droites D et D' passant par le sommet S d’un 
cône du second degré ou de la seconde classe sont conjwjuces par 
rapport à ce cône si ces deux droites rencontrent un plan JI qui ne 
passe pas par S en deux points conjugués par rapport a la conique P 
d’intersection du cône avec le plan II. La déiinilion est indépendante 
du plan II. On dit que trois droites D, D', D" passant, par le 
sommet S de ce cône forment un Irièdre conjugué par rapport au 
cône si ces trois droites rencontrent le plan II en trois points qui 
sont les .sommets d’un triangle conjugué par rapport à la coni- 
<[ue P ; la définition est indépendante du plan II. 

On dit que deux plans P et P' passant par le sommet S d’un 
cône, du second degré ou de la seconde classe sont conjugués par 
rapport à ce cône si ces deux plans rencontrent un plan II qui ne 
passe pas par S suivant deux droites conjuguées par rapport à la 
conique P d’intersection du cône avec le plan II. La définition est 
indépendante du plan II. 
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Si trois plans P, P', P" passant par S sont conjugués deux à 
deux par rapport au cône, ce sont les plans des faces d'un trièdre 
conjugué par rapport au cône, et réciproquement. 

Soient dans un plan U les coniques P d’un faisceau linéaire 
ponctuel. On dit que les cônes qui ont pour bases ces coniques et 
pour sommet commun un point S non situé dans le plan II forment 
un faisceau linéaire ponctuel de cônes du second degré. Les coniques V' 
d’intersection de ces cônes avec un autre plan 11' qui ne passe pas 
par S forment un faisceau linéaire ponctuel de coniques. 11 
existe dans le faisceau de cônes des cônes décomposés en deux 
plans, qui ont pour bases dans le plan II les coniques V décomposées 
en deux droites. 

Soient dans un plan II les coniques T d’un faisceau linéaire 
taiigcntiel. On dit que les a^nes qui ont pour bases ces coniques 
et pour sommet commun un point S non situé dans le plan II 
forment un faisceau linéaire langentiel de cônes de la seconde classe. 
Les coniques T' d’intersection de cés cônes avec un autre plan II' qui 
ne passe pas par S forment un faisceau linéaire tangenlielde coni¬ 
ques. 11 existe dans le faisceau de cônes des cônes décomposés en 
deux droites, qui ont pour bases dans le plan 11 les coniques T' 
décomposées en deux points. 

2. On a les théorèmes suivants: 

i " Les six arêtes de deux trièdres conjugués par rapport à un cône 
du second degré de sommet S sont situées sur un même cône du 
second degré de sommet S, qui est proprement dit ou décomposé en 
deux plans. 

2 ° Les plans des six Jaces de deux trièdres conjugués par rapport à 
un cône du second degré de sommet S sont tangents à an même cône 
de la seconde classe de sommet S, qui est proprement dit ou décomposé 
en deux droites. 

Pour démontrer ces théorèmes, on coupera le cône elles deux 
trièdres conjugués par rapport à ce cône par un plan 11 qui ne passe 
pas par le sommet du cône, et on appliquera les théorèmes relatifs 
aux triangles conjugués par rapport à une conique, qui ont été 
établis au chapitre 11 (§ i). 

On en tire les conséquences suivantes: 

i” Étant donnés deux cônes Ü et i]' du second degré de même 
sommet S, s’il existe un trièdre à la fois inscrit à i]' et conjugué par 
rapport à S, il en existe une infinité, de fai;on quon paisse prendre pour 
arête d^un tel trièdre une droite arbitraire du cône 1' passant par S. 
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Le cône S' est alors dit harmoniquement circonscrit au cône S. 

2 ® Étant donnés deux cônes et S' de la seconde élasse, s*il existe 
un trièdre à la fois circonscrit à 53' et conjugué par rapport à 53, il en 
existe une infinité^ de façon qu'on puisse prendre pour plan d'une face 
d'un tel trièdre un plan tangent arbitraire au cône 53'. 

Le cône 53' est alors dit harmoniquement inscrit au cône 3^, 

3. Applications. — Dire que deux droites D et D' passant 
par le point S sont rectangulaires revient à dire que les deux 
droites sont conjuguées par rapport au cône isotrope de sommet S ; 
dire que deux plans P et P' passant par le point S sont rectangu¬ 
laires revient à dire que ces deux plans sont conjugués par rapport 
au cône isotrope de sommet S. 11 s’ensuit que pour qu’un trièdre de 
sommet S soit trircctanglc, il faut et il suHit qu’il soit conjugué par 
rapport au cône isotrope de sommet S. 

On en déduit les résultats suivants : 

Les six arêtes de deux trièdres trirectangles de même sommet sont 
situées sur un même cône du second degré. 

a® Les plans des six faces de deux trièdres trirectangles de même 
sommet sont tangents à un même cône de la seconde classe. 

3® Si un cône de sommet S est capable d'un trièdre Irirectangle 
inscrit, il est capable d'une infinité de trièdres trirectangles inscrits, une 
droite arbitraire du cône, passant par S, pouvant être prise comme arête 
d'un tel trièdre. 

Le cône est harmoniquement circonscrit au cône isotrope de 
sommet S ; il est dit équilatère. 

4® Si un cône de sommet S est capable d'un trièdre trirectangle cir¬ 
conscrit, il est capable d'une infinité de trièdres trirectangtes circon¬ 
scrits, un plan tangent arbitraire au cône pouvant être pris comme plan 
d'une face d'un tel trièdre. 

Le cône est harmoniquement inscrit au cône isotrope de sommet S ; 
c’est le cône supplémentaire d’un cône équilatère. 

4. On a les théorèmes suivants ; 

I® Étant donnés deux trièdres inscrits a un cône du second degré, it 
existe un cône du second degré de même sommet admettant ces deux 
trièdres comme trièdres conjugués. 

a® Étant donnés deux trièdres circonscrits à un cône de la seconde 
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classe, il existe un cône du second degré admettant ces deux trièdres 
comme trièdres conjugués. 

Pour démontrer ces théorèmes, on coupera le cône et les deux 
trièdres par un plan II ne passant pas par le sommet du cône, et 
on appliquera les théorèmes établis au chapitre 11 (i:? 3). 

On en tire les conséquences suivantes : 

i** Les trièdres inscrits à un cône du second degré de sommet S et 
conjugués par rapport à un cdne du .second degré de sommet S sont 
circonscrits à un cône du second degré de sommet S. 

a" Les trièdres circonscrits à un cône du second degré de sommet S et 
conjugués par rapport à un cône du second degré de sommet S sont 
inscrits à un cône du second degré de sommet S. 

3" Si deux trièdres sont inscrits à un même cône du second degré, 
Us sont aussi circonscrits à un même cône du second degré. 

4® Si deux trièdres sont circonscrits à an même cône du second degré, 
ils sont aussi inscrits à un même cône du second degré. 

5® Étant donnés deux cônes du second degré et ii' de même 
sommet S, s’t7 existe un trièdre à la fois inscrit à 1] et circonscrit 
à i!', il existe une infinité de tels trièdres. 

0" Les trièdres inscrits au cône ^ et circonscrits au cône ü' sont 
conjugués par rapport à un même cône du second degré. 

5. On a les théorèmes suivants qui se ramènent à des théorèmes 
établis au chapitre 11 (§ 6): 

r’ Étant donnés deux cônes du second degré H et il' de même 
sommet, si le cône i]' est harmoniquement circonscrit au cône ü, le 
cône i] est liarmonijaement inscrit au cône iJ'. 

a" Etant donnés deux cônes du second degré ü et il' de même sommet, 
si le cône est harmoniquement inscrit au cône i], le cône ü est 
harmoniquement circonscrit au cône ü'. 

6. On aies théorèmes suivants qui correspondent à des théorèmes 
relatifs aux coniques (II, î;; 8) : 

i" Parmi les cônes du second degré d'un faisceau linéaire ponctuel, 
il en existe un, et en générât un seul, qui est harmoniquement circon¬ 
scrit à un cône i] du second degré donné, de même sommet que ces 
cônes. S*il existe deux cônes du faisceau harmoniquement circonscrits 
à S, tout cône du faisceau est harmoniquement circonscrit à 
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En particulier, supposons que le cône 1! soit isotrope ; on a alors 
Ténoncé suivant : 

Parmi les cônes da second degré d*un, faisceau linéaire ponctuel, il 
en existe un, et en général un seul, qui est équUatére. S'il existe 
dans le faisceau deux cônes équilatèrcs, tout cône du faisceau est 
équilatère. 

2 “ Parmi les cônes de la seconde classe d*un faisceau linéaire lan- 
geniiel, U en existe un, et en général un seul, qui est harmoniquement 
inscrit à un cône du second degré donné, de même sommet que ces 
cônes. Si deux cônes de ce faisceau sont harmoniquement inscrits 
à tout cône du faisceau est harmoniquement inscrit à S. 

7. Le théorome de Desarguos relatif aux coniques d’un faisceau 
linéaire ponctuel conduit immédiatement au théorème suivant : 

Les cônes du second degré d'un faisceau linéaire ponctuel sont ren¬ 
contrés par un plan fixe II passant par leur sommet commun S suivant 
des couples de droites qui appartiennent à une même involution. Parmi 
ces cônes, il en existe deux qui sont tangents au plan JT, les génératrices 
de contact étant les droites doubles de Vinvolution précédente. 

On déduit aussi du théorème de Desargues relatif aux coniques 
d’un faisceau linéaire tangentiel le théorème suivant : 

Les couples de plans tangents menés aux cônes de la seconde 
classe d'un faisceau linéaire tangentiel par une droite fixe à passant 
par leur sommet commun S appartiennent à une même involution. 
Parmi ces cônes, il en existe deux qui passent par A, les plans 
tangents ù ces deux cônes le long de A étant les plans doubles de Vinvo¬ 
lution précédente. 

8. Applications. — Ëlant donné un cône ^ du second 
degré de sommet S, il existe une inlinilé de cônes du second degré 
qui ont mêmes directions de plans cycliques que le cône S. Les 
coniques à l’inlini de ces cônes passent par les points d’intersection 
de la conique à l’infini de et du cercle à l’infini ; elles forment 
un faisceau linéaire ponctuel qui contient le cercle à l’infini. 
Les cônes considérés forment un faisceau linéaire ponctuel qui 
contient le cône isotrope de sommet S. On dit que cæs cônes sont 
homocy cliques. 

L’involntion formée par les couples de droites suivant lesquels 
les cônes homocycliqiies à un cône de second degré D sont rencontrés 
par un plan Fl passant par leur sommet commun S contient le 
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couple des droites isotropes du plan II qui passent par S. 11 
s'ensuit que les couples de droites considérés ont les mêmes bissectrices ; 
il existe deux cônes du faisceau qui sont tangents au plan H suivant 
deux droites rectangulaires. 

3 ® Soit un cône S du second degré non de révolution. Sa conique 
à TinGni rencontre le cercle à l’infini en quatre points distincts 
A, B, G, D. Soient P, Q, R les points de rencontre respectivement 
des droites AB et CD, AG et DR, AD et BC ; ces points sont les 
points à l’infini des axes du cône H, les droites QR, RP, PQ sont 
les droites à l’infini des plans principaux du cône S. Considérons le 
faisceau linéaire tangenticl de coniques qui contient le cercle à 
l’infini et la conique à l’infini de S. Ce faisceau contient trois coni¬ 
ques décomposées en deux points : une conique formée de deux 
points a et a' situés sur la droite QR et conjugués harmoniques par 
rapport aux points Q et R, une conique formée de deux points [i 
et P' situés sur la droite RP et conjugués harmoniques par rapport 
aux points R et P, enfin, une conique formée de deux points y et 7 ' 
situés sur la droite PQ et conjugués harmoniques par rapport aux 
points P et Q. Les six droites Sa et Sx', Sp et Sp', Sy et Sy' sont dites 
les droites focales du cône Dans chaque plan principal de il 
existe deux droites focales, qui sont symétriques par rapport aux 
axes de situés dans le plan. Ces droites focales sont les droites 
passant par S par chacune desquelles il passe deux plans isotropes 
tangents à iJ. Si l’équation du cône est à coefïicienls réels, les 
plans isotropes tangents à sont deux à deux imaginaires con¬ 
jugués ; il s’ensuit que deux des droites focales sont réelles, les quatre 
autres étant imaginaires conjuguées deux à deux. 

11 existe une infinité de cônes du second degré qui ont mômes 
droites focales que le cône ; ce sont les cônes proprement dits du 
faisceau linéaire tangentiel de cônes de la seconde classe qui contient 
le cône S et le cône isotrope de môme sommet. Ces cônes de la 
seconde classe sont dits homofocaux. Les trois couples de droites 
focales de ces cônes homofocaux sont des cônes de la seconde classe 
décomposés en deux droites qui font partie du faisceau linéaire 
tangenticl précédent. 

Les couples de plans tangents menés aux cônes de la seconde 
classe homofocaux à un cône S par une droite A passant par le 
sommet S de S forment une involution qui contient le couple des 
plans isotropes qui passent par A ; il s’ensuit que ces couples de plans 
ont les mêmes plans bissecteurs. Par la droite A, il passe deux cônes 
homofocaux à i], et ces deux cônes se coupent suivant A orthogona- 
lement. Les plans tangents menés à un cône du second degré S par 
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une droite A qui passe par le sommet de ont les mêmes plans bissec¬ 
teurs que les deux plans qui passent par A et par les droites focales 
réelles de 2. 

Soit un cylindre H du second degré à centres à distance Unie et 
non de révolution. Menons par sou sommet S à l’infini les tan¬ 
gentes Di et Do nu cercle à l’infini. Il existe quatre plans tangents 
isotropes au cylindre, qui passent par les droites 1 ), et D^.; ces 
quatre plans se coupent suivant quatre droites, autres que D, et Do, 
qui sont dites les droites focales du cylindre. Ces quatre droites sont 
les lieux des loyers des .sections droites du cylindre. 11 existe une 
infinité de cylindres du second degré qui ont mémos droites focales 
que i!] ; ces cylindres sont coupés par un plan perpendiculaire à la 
direction commune de leurs génératrices suivant des coniques 
homofocales ; ils sont dits homofocaux ; ils forment un faisceau 
linéaire tangenticl, qui contient trois cylindres de la seconde classe 
décomposés en deux droites; un de ces trois cylindres est formé des 
droites Dj et D^, les deux autres sont formés par les deux couples 
de droites focales qui sont situés respectivement dans les deux pians 
principaux communs aux cylindres du faisceau. 

Soit un cylindre parabolique i]. Il existe une droite A par 
laquelle on peut mener au cylindre parabolique deux plans tan¬ 
gents isotropes ; cette droite est le lieu des foyers des sections droites 
du cylindre; elb^ est dite droite focale du cylindre. On dit que deux 
cylindres paraboliques sont homofocaux s’ils ont môme droite focale 
et môme plan principal. Les cylindres paraboliques homofocaux à 
un cylindre parabolique donné forment un faisceau linéaire tan- 
gentiel. 

3” Les coniques qui, dans le plan à l’infini, rencontrent le cercle 
à l’infini en quatre points fixes distincts forment un faisceau linéaire 
ponctuel contenant le cercle à l’infini. Ces coniques se transforment 
par polaires réciproques par rapport au cercle à l’infini en des 
coniques qui ont quatre tangentes communes distinctes et forment 
un faisceau linéaire tangentiel contenant le cercle à l’infini. Comme, 
d’autre part, les coniques à l’infini de deux cônes supplémentaires 
du second degré proprement dits sont polaires réciproques l’une de 
l’autre par rapport au cercle à l’infini, on voit que les cônes supplé¬ 
mentaires de deux cônes du second degré homocydiques sont homofo* 
eaux, et récipro(inemenl. En outre, les droites focales d'un cône du 
second degré proprement dit sont perpendiculaires aux directions des 
plans cycliques du cône supplémentaire, 

4“ Les cônes de révolution qui ont un sommet S donné et un 
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axe A donné appartiennent à un faisceau linéaire ponctuel et h un 
faisceau linéaire tangcntiel. Ils sont rencontrés par le plan II mené 
par S perpendiculairement à A suivant deux droites Di et D 2 le 
long de chacune desquelles ils sont tangents au cône isotrope de 
sommet S. Ces cônes ont mêmes directions de plans cycliques. Iæs 
plans tangents menés par A à chacun de ces cônes sont isotropes ; 
cette droite A est dite droite focale. 


9. Tliéor<>fnes. — i" Soient un cône du second deyrè il de som¬ 
met S et deux droites D et D' passant par S et non situées dans un 
même plan langent au cône. Le lieu de la droite A d'intersection de 
deux plans mrialdes gui passent respectivement par 1) et D' et qui 
sont conjugués par rapport au cône i] est un cône i]' du second degré 
qui contient les droites D et D' et les droites de contact des plans tan¬ 
gents au cône H menées par D et I)'. 

En effet, le point d’intersection de la droite A avec un plan fixe 
II qui ne passe pas par S décrit la conique harmonique ponctuelle 
relative à la conique d’intersection du cône il avec le plan II cl au 
couple des points d’intersection de I) et de D' avec ce plan. 

En particulier, supposons que le cône « soit isotrope. Le théorème 
précédent s’énonce alors ainsi : 

Liant données deux droites D et D' se rencontrant en un point S à dis¬ 
lance finie, le lieu de la droite A d'intersection de deux plans rectan¬ 
gulaires passant respectivement par D et D' est un cône du second 
degré qui passe par les droites D et D' et (pii admet deux directions de 
plans cyclupies respectivemcnl perpendiculaires (\ (xs droites. 

2 " Etant donnés deux cônes du S(^cond degré i] et ü' de meme som¬ 
met S, si la droite polaire par rapport à H d'un plan s(}cnnt commun 
aux deux cônes est située sur il', la droile polaire par rapport à iJ du 
plan sécant commun qui forme avec le précédent un cône faisant partie 
du faisceau linéaire ponctuel (pii contient ü et i]' est aussi située sur il'. 

Pour établir ce théorème, on coupera la ligure par un plan II ne 
passant pas par S et on sera ramené à un théorème relatif aux 
coniques antérieurement démontré (V., ^ 4)- 

En particulier, supposons que le cône i] soit isotrope. On a alors 
le théorème suivant : 

Si un cône du second degré admet une génératrice rectiligne perpen¬ 
diculaire à une direction de plans cycliques, il admet aussi une géné¬ 
ratrice rectiligne perpendiculaire à la direction de plans cycliques 
associée. 



i54 GONfis m; sfgoisd degré et de la segokdb classe 


Le cône est dit cône de lîacheüe. Ce qui précède montre que le lieu 
de la droite d’intersection de deux plans rectangulaires qui passent 
par deux droites fixes ayantun point commun à distance finie estun 
cône de Hachette, et que, réciproquement, tout cône de Hachette 
peut être engendré par la droite d'intersection de dcuxplans variables 
rectangulaires passant par les génératrices rectilignes du cône qui 
sont perpendiculaires à deux directions de plans cycliques associées. 

3“ Soient nn cône i] du second degré de sommet S et deaæ plans P 
et P' passant par S et ne se rencontrant pas suivant une génératrice rec¬ 
tiligne de i]. L'enveloppe d'an plan II qui rencontre suivant deux 
génératrices rectilignes conjuguées harmoniques par rapport aux droites 
d'intersection des plans P et P' avec ce plan est un cône de la seconde 
classe qui est tangent aux plans P et P' et aux plans tangents à H dont 
les génératrices de contact sont les droites d'intersection de S avec les 
plans P et P'. 

En edet, la droite d’intersection du plan JI avec un plan fixe II 
qui ne passe pas par S enveloppe la conique harmonique tangen- 
tielle relative à la conique d’intersection du cône S avec le plan II et 
au couple des droites d'intersection des plans P et P' avec H. 

En particulier, supposons que le cône 2 j soit isotrope. On a alors 
le théorème suivant : 

Étant donnés deux plans P et P' passant par an point S à distance 
finief l'enveloppe d'un plan H passant par S el rencontrant P et P' 
suivant deux droites rectangulaires est un cône i]' de la seconde classe 
tangent aux plans P el P' el admettant pour droites focales associées les 
perpendiculaires menées par S aux plans P el P'. 

Il est immédiat que le cône supplémentaire de i!' est un cône de 
Hachette passant par les perpendiculaires en S aux plans P et P' et 
admettant les plans P et P' comme plans cycliques associés. 

4® Etant donnés deux cônes de la seconde classe el S' de même 
sommet et les droites D et D' qui forment un cône décomposé apparte¬ 
nant au faisceau linéaire langenliel qui contient S et si le plan 
polaire de 1) par rapport à ïl est langent à il en est de même du 
plan polaire de D' par rapport à 

Pour établir ce théorèrae, on coupera les deux cônes et les deux 
droites par un plan If ne passant pas par S et on sera ramené à un 
théorème antérieurement établi sur les coniques (V, § 4)- 

En particulier, supposons que le cône S soit isotrope. On a alors 
le théorème suivant : 



CCMVES IW SECOND DEGRÉ ET DE LA. SECONDE CLASSE l55 

Si une droite focale d*ün cône du second deffré est perpendiculaire 
à an plan tangent à ce cône, il en est de même de la droite focale qui lai 
est associée. 

Le cône est dans ce cas le cône supplémentaire d’un cône de 
Hachette. 

10. Théorèmes. — i® Soient deux cônes du second degré et 1,' 
de même sommets. L* enveloppe des plans passant par S qui rencontrent 
ces deux cônes suivant deux couples de droites harmoniques riin par 
rapport à Vautre est un cône de la seconde classe. 

Pour que Venveloppe se décompose en deux droites, il faut et il 
suffit que la droite polaire d*un plan sécant commun aux deux cônes 
il et 'ïl' par rapporta un de ces deux cônes coïncide avec la droite polaire 
par rapport à Vautre de ces deux cônes du plan sécant commun associé. 

Ges théorèmes se ramènent à des théorèmesanléricuroment établis 
sur les coniques (V, 8) ; il sulfit de couper les deux cônes par un 

plan n ne passant pas par S. 

En particulier, supposons que l’un des cônc.s soit isotrope. On a 
alors le théorème suivant : 

Soit un cône du second degré ü. U enveloppe des plans qui passent 
par le sommet S de S c/ qui rencontrent i] suivant deux droites rectan¬ 
gulaires est un cône de la seconde classe. Pour que celle enveloppe se 
décompose en deux droites, il faut el il suffit que le diamètre conjugué 
par rapport à S d'une de ses directions de plans cycliques soit perpen¬ 
diculaire à la direction de plans cycliques qui lui est associée. 

On a par suite le résultat suivant : 

Soient un cône du second degré ü el ses deux directions P et P' 
de plans cycliques. Si le diamètre conjugué 1) de la direction P par 
rapport à S est perpendiculaire à P', réciproquement le diamètre con¬ 
jugué D' de la direction l*' par rapport à i] est perpendiculaire à P. 

Ün plan quelconque II passant par D rencontre il suivant deux 
droites rectangulaires G, et G 2 qui sont conjuguées harmoniques 
par rapport à la droite D et à la droite d’intersection A du plan 
sécant H et du plan P ; les deux droites Gi et G-^sont les bissectrices 
des angles formés par les droites D et A. La droite symétrique de la 
droite D par rapport à une génératrice rectiligne variable du cône ü 
décrit le plan P. 

Réciproquement, soient an plan P et une droite D rencontrant P en 
an point S à distance finie. Montrons que le lieu d'ane droite G passant 
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par s telle que la symétrique de D par rapport à G soit située dans le 
plan P est un cône du second degré. 

En elTct, soient Sx une droite variable dans le plan P et G la 

bissectrice d’un angle formé 
par 1) et Saî. Par un point fixe 
A de D menons la parallèle à 
Sa: qui rencontre G en M. 
Quand Sa: varie, on a 

AM = SA = const. ; 

le lieu de M est un cercle P 
situé dans un plan Pi paral¬ 
lèle au plan P. Le lieu de G 
est le cône de sommet S qui a pour base le cercle P. La direction 
du plan P est une première direction réelle de plans cycliques du 
cône S. 

Le cercle P passe par le point M/ symétrique de M par rapport à 
A. La droite G' qui passe par S et M' est une génératrice du 
cône i] ; elle est perpendiculaire à G. Un plan quelconque passant 
par D rencontre le cône ï! suivant deux droites rectangulaires. 

Le plan P' tangent en S à la sphère qui passe par le cercle P et 
par le point S est perpendiculaire à D. Il s’ensuit que la seconde 
direction réelle de plans cycliques du cône est la direction des 
plans perpendiculaires à D. Le diamètre conjugué de cette direction 
par rapport à est la droite D' perpendiculaire en S au plan P. 
Un plan quelconque passant par D' rencontre 11 suivant deux géné¬ 
ra triccs recta 11 gu 1 aircs. 

Voici une application du théorème 
précédent ; 

Soient deux points fixes S et S' et une 
droite A non situés dans un même plan. 

M étant un point variable de A, le lieu des 
centres des cercles inscrit et exinscrils au 
triangle MSS' est une biquadralique. 

En elfet, .soit 1 le centre d’un de ces cercles. Comme SS' est une 
droite fixe et comme SM décrit le plan qui passe par S et A, la 
droite SI bissectrice de l’angle S'SM décrit un cône du second degré 
à base circulaire dans un plan perpendiculaire à SS'. De même, la 
droite S'I décrit un cône du second degré à base circulaire dans un 
plan perpendiculaire à SS'. J^c lieu du point I est la biquadratique 


S 
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d’intersection de ces deux cônes du second degré. Cette courbe 
passe par les points cycliques des plans perpendiculaires à SS'. Un 
plan quelconque passant par SS' la rencontre en quatre points 
qui sont les sommets d’un quadrangle orthocentrique. 

2 " Soient deux cônes de la seconde classe H et S' de même sommet 
S. Le lieu d\ine droite A passant par S el telle (pie les deux couples de 
plans taiKjents menés par A aux deux cônes soient harmonupies l'un par 
rapport à l'autre est un cône du second degré. 

Pour que ce cône se décompose en deux plans, il faut et il sujffît que 
parmi les cônes décomposés du faisceau linéaire tangentiel qui contient 
S et il s'en trouve un formé de deux droites Di et Do telles que le 
plan polaire de D, par rapport à il coïncide avec le plan polaire de 0-2 
par rapport à D'. 

Ces théorèmes se ramènent ù des théorèmes anlériciirement 
établis sur les coniques (V, î:; 8); il sulTit de couper les deux cônes 
donnés par un plan H ne passant pas par S. 

En particulier, supposons que l’un des cônes ü et soit iso¬ 
trope. On a alors le théorème suivant: 

Étant donné un cône de la seconde classe de sommet S, le lieu d'une 
droite A passant par S telle que les deux plans tangents menés au cône 
par A soient rectangulaires est un cône du second degré de sommet S. 

Pour que ce lieu se décompose en deux plans,' il faut et il suffit 
qu'il existe une droite focale du cône ü telle que son plan polaire par 
rapport à il soit perpendiculaire à la droite focale associée. 

On a par suite le résultat suivant : 

Étant donnés un cône de la seconde classe - et ses deux droites focales 
réelles l) el D', si le plan polaire P de D par rapport à - est perpen¬ 
diculaire à D', réciproquement, le plan polaire P' de D' par rapport 
à est perpendiculaire à D. 

Soit un plan II passant par D. Par la droite d’intersection des deux 
plans P et II on peut mener à - deux plans tangents rectangulaires, 
qui sont conjugués harmoniques par rapport aux plans P et H et 
qui sont ainsi les plans bissecteurs des dièdres formés par les plans 
P et n. Le plan symétrique de P par rapport à un plan tangent 
variable à iî passe constamment par la droite D. 

Réciproquement, soient un plan P el une droite D rencontrant P en 
un point S à distance finie. L'enveloppe d'un plan passant par S et tel 
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que U symétrique de P par rapport à ce plan passe cotislammenl par D 
est un cône de la seconde classe. 

Pour démontrer ce résultat, il suffît de constater que le cône sup¬ 
plémentaire de l’enveloppe cherchée est le lieu d’une droite G telle 
que la symétrique de la perpendiculaire en S au plan P par rapport 
à G soit située constamment dans le plan perpendiculaire en S à la 
droite D ; or, ce lieu est un cône du second degré. 



CHAPITRE X 


INVOLUTIONS BINAIRE, TERNAIRE £T QUATERNAIRE 


i. Par définition, nous dirons que les cou pies de points, de droites 
ou de plans qui forment chacun avec un couple de points, de droites 
ou de plans, que nous appellerons couple de base, une division ou 
un faisceau harmonique sont en involiiiion binaire. Nous dirons que 
les groupes de trois points, de trois droites ou de trois plans qui sont 
les sommets, les cétés des triangles conjugués par rapport à une 
conique, que nous appellerons conique de base, les arêtes ou les faces 
des trièdres conjugués par rapport à un cône du second degré, que 
nous appellerons cône de hase, sont en irwolution ternaire. Enfin, nous 
dirons que les groupes de quatre points ou de quatre plans qui 
sont les sommets ou les faces des tétraèdres conjugues par rapport à 
une quudrique, que nous appellerons quadrique de base, sont en 
inuolution quaternaire. 

Si l’on considère les tétraèdres conjugués par rapport à une qua¬ 
drique de hase qui ont en commun un sommet et la face opposée, 
les groupes d’arêles ou de faces qui passent par le sommet commun 
sont en involution ternaire, le cône de base étant le cône circonscrit 
à la quadrique de base qui a pour sommet ce sommet commun; 
les groupes de sommets ou d’arêtes qui sont dans la face commune 
sont en involution ternaire, la conique de base étant la conique 
d’intersection de la qiiadi'ique de base avec cette face commune. De 
même, si l’on considère les groupes d’éléments en involution ternaire 
qui ont un élément commun, les couples d’éléments non communs 
sont en involution binaire. Par suite, d’une propriété quelconque 
commune aux groupes d’éléments en involution quaternaire résulte 
une propriété de groupes d'éléments en involution ternaire, et de celle- 
ci résulte aussi une propriété de l’involution binaire ; on a ainsi trois 
propriétés correspondantes des involutions binaire, ternaire et qua¬ 
ternaire. Inversement, il est possible, en partant d’une propriété de 
l’involution binaire, d’établir la propriété correspondante de l’invo- 
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lulion ternaire, et de passer de celle-ci à la propriété correspondante 
de l’involution quaternaire. 

2. Passage de rinvoliition binaire à Tinvolution 
ternaire. Théorème fondamental. — Etant donnés deux 
groupes d'éléments d'une involution ternaire, il est possible de déter¬ 
miner deux autres groupes éléments de celle involution, formant avec 
les. deux groupes donnés une suite de quatre groupes telle que deux 
groupes consécutifs de cette suite aient un élément commun. 

Soient, par exemple, deux triangles ABC et A'IVC'conjugués par 
rapport à une conique de base V. Le point d’intersection I des 
droites BC et IVG' étant le pôle par rapport à T de la droite AA', il 
existe deux triangles conjugués par rapport à F ayant pour sommets 
l’un I et A, l’autre 1 et A', leurs troisièmes sommets étant deux 
points J et J' situés sur la droite AA'. Nous pouvons ainsi former 
la suite des quatre triangles conjugués ABC, AU, A'U', A'IVC', 
dans laquelle deux triangles conjugués consécutifs ont un sommet 
commun. 

La môme démonstration s’applique à toute involution ternaire. 

D’après cela, faisons correspondre un élément d’une nature quel¬ 
conque à tout groupe d’éléments d’une involution ternaire, de 
façon que dans cette correspondance il ne soit fait aucune distinction 
entre les trois éléments d’un groupe; si cet élément reste inva¬ 
riable quand le groupe correspondant de l’involution varie en 
conservant un élément fixe, le même élément reste invariable 
quand le groupe correspondant de l’involution varie d’une façon 
quelconque. 

Voici des applications. 

I® Théorèmes d'Apollonius relatifs 'aux quadriques. — 
Soit une quadrique à centre unique 0. Les trièdres qui ont pour 
arêtes trois diamètres conjugués de la quadrique forment une invo¬ 
lution ternaire dont le cône de base est le cône asymptote de la 
quadrique. Quand un tel Irièdre varie en conservant une même 
arête OA et la même face opposée, les deux arêtes variables OB et 
OC restent diamètres conjugués par rapport à la conique d inter¬ 
section de la quadrique avec le plan de la face fixe. 

Supposons que A, B, G désignent des points de rencontre de 
la quadrique respectivement avec les arêtes d’un tel trièdre. 

a. La somme des carrés des longueurs des diamètres variables 
OB et OG étant, d’après le premier théorème d’Apollonius relatif 
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aux coniques, constante, la somme des carrés des longueurs des 
diamètres conjugués OA, OB, OC de la quadrique est la même pour 
toutes les positions du trièdre (OA, OB, OC) qui ont une arête 
commune OA ; il s’ensuit que cette somme est la meme pour toutes 
les positions de ce trièdre. Ainsi, 

La somme des carrés des longueurs de trois diamètres conjugués 
quelconques d'une quadrique à centre est constante. 

[i. D’après le second théorème d’Apollonius relatif aux coniques, 
l’aire du parallélogramme qui a pour côtés les deux diamètres con¬ 
jugués variables OB et OC est constante. Le volume du parallélé¬ 
pipède qui a pour arêtes OA, OB, OC étant égal au produit de l’aire 
de ce parallélogramme par la distance de A au plan BO(^ est donc 
constant pour toutes les positions du trièdre (OA, OB, OC) qui 
ont une arête commune OA ; ce volume est donc constant pour 
toutes les positions du trièdre. Ainsi, 

Le volume du parallélépipède qui a pour arêtes trois demi’-diamètres 
conjugués quelconques d'une quadrique à centre est constant. 

y. Quand, OA restant (ixe, OB et OC varient dans le plan 
diamétral conjugué de la direction de OA, la somme des carrés des 
aires des parallélogrammes qui ont pour côtés l’im OA et OB, l’autre 
OA et OC est constante. Kn ell'et, cette somme est égale au produit 
par OA^ de la somme des carrés des distances des points B et C à 
OA, c’est-à-dire au produit par OA’* de la somme des carrés des 
projections orthogonales de OB et de OC sur un plan P perpendiculaire 
à OA. Or, cette somme est constante, car les projections des droites 
OB et OC sur le plan P sont deux diamètres conjugués de la projection 
sur le plan P de la conhjue d’intersection de la quadrique avec le plan 
fixe BOC. Par application du théorème fondamental, on voit que 

La somme des carrés des aires des faces du parallélépipède qui a 
pour arêtes trois demi-diamètres conjugués quelconques d'une quadrique 
à centre est constante. 

2 " Soit une quadrique à centre unique O. Considérons un 
trièdre trirectanglc variable de sommet O dont les arêtes rencontrent 
la quadrique respectivement aux points A, B, C. Si le trièdre varie 
de façon que OA re.ste fixe, OB et OC sont deux diamètres rectan¬ 
gulaires de la conique d’intersection de la quadrique avec le plan 

fixe BOC, et, comme nous l’avons établi, -h est constant 

OB^ OC’* 


Miguel, Géom. mod. 
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(VI, § a) ; il s’ensuit que si le Irièdre rectangle (OA, OB, OC) varie 
d’une façon quelconque, la somme 

î I I 

ÔÂ' 01$’' ^ oc’' 

est constante. Or, comme l’on sait, cette somme est écale à i-! -, 

Oll' 

H étant le pied de la perpendiculaire menée de 0 sur le plan ABC. 
Il s’ensuit que le plan ABC enveloppe une sphère de centre 0. Le 
cône qui a pour sommet O et pour base la conique d’intersection 
de la quadrique avec le plan ABC est équilalère. Ainsi, 

Venveloppe d'un plan P tel que le cône ayant pour sommet le rentre 
0 de la quadrique et pour hase la section de la quadrique par le 
plan P soit équilalère est une sphère de rentre O. 

'P Théorème de Frégîer. — Soit un triedre ayant pour 
sommet un point 0 d’une quadrique Q et variant en involulion 
ternaire. Montrons que le plan qui passe par les points d’inlcrscction 
variables A, B, C des arêtes de ce trièdre avec la quadrique () passe 
par un point lixe. 

En elTet, quand le trièdre varie en conservant une même arête 
OA, le couple des arêtes OB et OC varie en involulion binaire dans 
le plan conjugué de OA, les points B et C étant constamment situés 
sur la conique P d’intersection de la quadrique Q avec ce plan. En 
vertu du théorème de Krégier relatif aux coniques, la droite BC passe 
par un point fixe, et par suite le plan ABC passe par une droite 
fixe A. Mais, quand OB coïncide avec la tangente OT en O à la 
conique I', le plan ABC coïncide avec le plan conjugué de OT ; le 
plan conjugué de OT passe donc par A. Comme UT est située dans 
le plan tangent en O à la quadrique, le plan conjugué de OT 
passe par la droite L, conjuguée du plan tangent en 0 à la quadrique. 
Ainsi, A rencontre L; autrement dit, le plan ABC rencontre L 
en un point I qui reste fixe quand le trièdre (OA, OB, OC) varie en 
conservant une môme arête OA. En vertu du théorème fondamental, 
le point I reste le môme pour toutes les positions de ce trièdre. 

Le cône qui a pour sommet le point 0 et pour base la conique 
d’intersection de Q avec le plan ABC est harmoniquement circonscrit 
au cône de base de l’involution ternaire. Ainsi, 

Tous les plans qui sont tels que les cônes ayant pour sommet un 
point 0 d*une quadrique Q et pour bases les sections de la quadrique 
par ces plans soient harmoniquement circonscrits à un cône 5] donné du 
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second degré de sommet O, passent par un même point, situé sur la 
droite polaire par rapport à i: du plan tangent en O à la quadrique Q. 

Si l’on suppose que le cône il soit isotrope, on a Ténoncé suivant : 

Les plans tels que les cônes ayant pour sommet an point O de h 
quadrique Q et pour hases les sections de Q par ces plans soient équi- 
latères passent par an même point, situé sur la normale en 0 à la 
quadrique Q. 

Voici une application du théorème de Frégier relatif aux 
quadriques. 

Soient une quadrique Q et un point fixe O situé sur la quadrique, 
et proposons-nous de déterminer le lieu d’un point M de la 
quadrique tel que les deux plans qui passent par O et les deux 
droites de Q qui passent par M soient conjugués par rapport h un 
cône i] donné du second degré de sommet O. 

Le cône qui a pour soininet O et pour base la section de (} j)ar 
le plan tangent en M est formé des deux plans qui passent par O 
et les deux droites de la quadrique qui passent par M. Dire que M 
est un point du lieu, c’est dire que ce cône est harmoniquemcMit 
circonscrit au cône Donc le plan tangent en M passe par un 
point fixe I situé sur la droite polaire par rapport à du plan 
langent en 0 à la quadrique Q. 11 s’ensuit que le lieu du point M 
est la conique de section de Q par le plan polaire de I. 

En particulier, si le cône S est isotrope, les deux plans qui 
passent par O cl les droites de Q qui passent par M sont rectangulaires. 

Par application du principe de dualité, du théorème de Frégier 
relatif aux quadriques on déduit le théorème corrélatif suivant : 

Soient une quadrique Q et une conique P située dans un plan H 
tangent à la quadrique. Le lieu d'un point M tel que le cône de sommet 
M circonscrit à la quadrique soit harmoniquement inscrit au cône de 
sommet M qui a pour base la conique P est un plan qui passe par la 
polaire par rapport à I’’ du point de contact du plan II avec la 
quadrique Q. 

En particulier, supposons que la conique P soit le cercle à Pinfini ; 
la quadrique Q est alors un paraboloïde, et l’on a le théorème 
suivant : 

Le lieu des sommets des cônes circonscrits à un paraboloïde qui sont 
capables d'une infinité de Iriédres trireetangles circonscrits est un plan, 
dit plan orthoptique du paraboloïde, qui est perpendiculaire à l'axe 
du paraboloïde. 
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4 “ Théorème de Faure relatif aux coniques. — A la démon¬ 
stration précédente du théorème de Frégier relatif aux quadriques, 
il correspond une démonstration du théorème de Faure relatif aux 
triangles conjugués par rapport à une conique, lorsque cette conique 
est ù centre unique. 

Soit un triangle AHG variant en restant conjugué par rapport à 
une conique V à centre unique O à distance Unie. Lorsque ce triangle 
varie en conservant un sommet fixe A, le couple des autres som¬ 
mets H et (i varie en involution binaire sur la polaire de A par 
rapport à T ; si o) est le point d’intersection de cette polaire avec 
la droite OA, on a 

toB . = const. 

Les points A et to et par suite les points de la droite Aw ont chacun 
une puissance constante par rapport au cercle circonscrit au triangle 
ABC. La puissance du point O par rapport au cercle circonscrit au 
triangle ABC reste donc la même quand le triangle ABC varie en 
conservant un sommet fixe; en vertu du théorème fondamental, 
cette puissance est la même pour tous les triangles conjugués par 
rapport à r ; c’est le théorème de Faure. 

5" Autre théorème relatif aux coniques. — La puissance 
du centre 0 d^une conique F par rapport au cercle qui passe par les pieds 
a, [i, Y des perpendiculaires abaissées de O sur les cdlés cLun triangle 
quelconque ABC conjugué par rapport à V est constante. 

il suffit de démontrer ce théorème en supposant que le triangle 
ABC varie en conservant un sommet 
fixe A. Les points [i et y décrivent 
alors le cercle de diamètre OA ; 
d’autre part, le couple des droites 
AB et AG variant en involution, 
d’après le théorème de Frégier, la 
droite {Jy passe par un point fixe w. 
Quand, le triangle ABG variant, la 
droite AC devient parallèle à la 
polaire de A par rapport à T, la 
droite AB coïncide avec la droite 
AO ; le point y vient alors en O, 
tandis que le point ^ vient sur la 
droite Oa ; la droite [iy coïncide alors avec la droite Oa, et ainsi le 
point tu est situé sur la droite Oa. Or, la puissance du point w par 
rapport au cercle variable oipy, qui est égale à la puissance de tu par 


A 
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rapport au cercle de diamètre AO, est constante. Les points a et co 
ayant chacun même puissance par rapport aux divers cercles a^v, 
il en est de même de tout point de la droite aw et, en particulier, 
du point 0, ce qui démontre le théorème. 

Rappelons que dans le cas particulier où la conique r est une 
hyperbole équilatère, le cercle circonscrit au triangle conjugué ARC 
passe par 0 ; par suite, les points a, fi, y sont dans ce cas en ligne 
droite. 

6® Sphère de Monge ou orthoptique. — Les Irièdres tri- 
rectangles qui ont un sommet donné S sont en involution 
ternaire, le cùnc de hase étant le cône isotrope de sommet S. D’après 
cela, étant donnés deux trièdres Irirectangles de sommet S, il est 
possible de déterminer deux autres trièdres Irirectangles de sommet 
S formant avec les deux [)remiers une suite dans laquelle deux 
trièdres Irirectangles consécutifs ont une arêtes cominune et par 
suite la face opposée commune. Amenons par translation chacun 
de ces trièdres à être circonscrit h une quadrique Q. On voit ainsi 
qu’étant donnés deux trièdres trirectangles circonscrits à Q, il est 
possible de déterminer deux autres trièdres Irirectangles circonscrits 
à Q formant avec les deux premiers une suite dans laquelle deux 
trièdres consécutifs ont une face commune. 

Cela posé, soit un trièdre trircctangle variable circonscrit à une 
quadrique Q ayant pour centre O. Quand ce trièdre varie en con¬ 
servant une même face P, les deux autres faces, restant parallèles 
à la direction des droites perpendiculaires à P, sont tangentes au 
cylindre circonscrit à la quadrique dont les génératrices sont paral¬ 
lèles à cette direction. Les traces des faces variables du trièdre sur 
le plan P sont tangentes à la section du cylindre par le plan P ; 
elles sont de plus rectangulaires ; le sommet du trièdre reste donc à 
une distance constante d’un point quelconque de l’axe du cylindre et, 
en particulier, du centre O de la quadrique Q. On voit ainsi que la 
distance du sommet du trièdre au centre de Q est la meme pour 
toutes les positions de ce trièdre qui ont une face commune; donc, 
elle est la môme pour toutes leâ positions du trièdre. Autrement dit. 

Le lieu des sommets des cônes circonscrits à Q qui sont capables de 
trièdres trirectangles circonscrits est une sphère, dite sphère de Monge 
ou sphère orthoptique, concentrique à la quadrique. 

3. Passage de rinvolution ternaire à l’involution 
quaternaire. — Théorème fondamental. - Étant donnés deux 
tétraèdres conjugués par rapport à une quadrique, il est possible d*en 
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déterminer deux autres formant avec les deux premiers une suite dans 
laquelle deux tétraèdres eonsécutifs ont wi sommet commun et par suite 
le plan de la face opposée commun. 

Soient en elTet deux tétraèdres A HCl) et A'H'(yi)' conjugués par 
rapport à une quadriqiic de base Q. Si <o est un point de la droite d’in¬ 
tersection des plans HCL) et B'(7D', considérons deux triangles 
et wx'p' respectivement situés dans les plans HCD et H'C'I)' et res¬ 
pectivement conjugués par rapport aux coniques d’intersection de 
la quadrîquc de base avec ces plans. Nous avons ainsi quatre tétraèdres 
conjugués par rapport à la quadrique de base : AHCD, AaBto, A'a'p'co, 
A'H'C'D^ qui se suivent de façon que deux tétraèdres consécutifs 
aient en commun un sommet et le plan de la face opposée. 

1) après cela, faisons correspondre à tout tétraèdre conjugué par 
rapport à la quadrique Q un élément d’uhe nature quelconque de 
façon que dans cette correspondance il ne soit fait aucune distinction 
entre les sommets ou entre les faces du tétraèdre ; si cet élément 
reste invariable quand le tétraèdre correspondant varie en conservant 
un sommet (ixc, le même élément reste invariable quand le tétraèdre 
correspondant varie d’une façon quelconque. 

Voici des applications. 

1 ® Théorème de Faure relatif aux quadriques. — He 
tétraèdre ABGL) conjugué par rapport à une quadrique Q de centre 
unique O variant en conservant le sommet A fixe, le triangle HG1> 
varie dans le plan polaire de A en restant conjugué par rapport à la 
conique r d’intersection de la quadrique de base et de ce plan. 
I) après le théorème de Faure relatif aux coniques, la puissance du 
centre w do cette conique F par rapport ou cercle variable circonscrit 
au triangle HGD, qui est aussi la puissance de (o par rapport à la 
sphère circonscrite au tétraèdre AHCD, est constante. 11 s’ensuit que 
la puissance de tout point de la droite Xio et, en particulier, du 
point O par rapport à celle sphère est elle-même constante. Par 
application du lliéorème fondamental, la puissance de 0 par rapport 
à la sphère circonscrite au tétraèdre ABGD est la même pour toutes 
les posilions du tétraèdre AHCD. 

Montrons que cette puissance constante est égale au carré du rayon 
de la sphère de Monge de la quadrique Q. Pour cela, supposons que 
le sommet A du tétraèdre AHCD soit situé sur la sphère de Monge. 
11 existe alors une infinité de trièdres trireclaiiglcs circonscrits au 
cône circonscrit à Q qui a pour sommet le point A. Un tel trièdre 
est coupé par le plan polaire de A suivant un triangle PQR etreon- 
scrit à r, dont l’ortbocentre est le pied H de la pcrpendiculaii'e 
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abaissée de A sur le plan polaire de A. Considérons le cercle qni 
admet le triangle PQK comme triangle conjugué ; il a pour centre le 
point II et le carré de son rayon est égal à — HA*. La conique F est 
harmoniquement inscrite à ce cercle, qui est donc harmoniquement 
circonscrit à F et par suite orthogonal au cercle orthoptique de 
I\ Si P est le rayon du cercle orthoptique de F, on a 

iâi* = — ha\ 

d'où P* = wli* + HÀ* = 

Il s’ensuit que la droite wA est tangente en A à la sphère circon¬ 
scrite au tétraèdre ABCD et qu’ainsi la puissance de O par rapport 
k cette sphère est égale à ÜA“. Finalement, on a le théorème suivant : 

La sphère circonscrite à un tétraèdre conjugué par rapport à une qua- 
drique a centre est orthogonale à la sphère orthoptique de celte quadrique. 

a“ Théorème. — La puissance du centre O d'une quadrique Q èi 
centre par rapport à la sphère qui passe par les pieds a, p, y, 3 des perpen¬ 
diculaires abaissées de O sur les plans des faces d'un tétraèdre conjugué 
variable ABCl) par rapport à la quadrique est constante. 

Il sulTit de montrer que cette puissance est constante quand le 
tétraèdre ABCD varie en conservant un sommet A lixe. Le groupe 
des droites Ofl, Oy, Oo varie alors en involution, le cône de base de 
l’iiivolution étant le cône de sommet O qui se déduit par transla¬ 
tion du cône supplémentaire du cône circonscrit à la quadrique de 
sommet A. Comme les points {i, 0 varient sur la sphère de diamètre 

OA, le plan fjyo passe par un point fixe o>. La puissance de w par 
rapport à la sphère qui passe par les points a, [i, y, 3 est constante ; 
par suite, la puissance de tout point de la droite aw par rapport à 
cette sphère est également constante. Le théorème sera établi s’il 
est démontré que la droite aoj passe par O. Or, parmi les tétraèdres 
conjugués par rapport à Q qui ont pour sommet le point A, il en 
existe une infinité dont la face ACD est parallèle au plan polaire 
de A par rapport à Q, dont par suite le sommet B est situé sur la 
droite AO. Pour chacun de ces tétraèdres, les points y et 3 coïncident 
avec O, tandis que [1 est situé sur la droite Oa ; le plan |5yS pisse 
alors par la droite Oa ; le point w, étant commun à une infinité de 
tels plans, est donc situé sur la droite Oa. 


4. Indices. — Soit une quadrique Q à centre unique O. Menons 
par un point M une droite variable rencontrant la quadrique Q aux 
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deux points A et A' et par le point O la parallèle à cette droite, ren¬ 
contrant la quadrique en deux points dont l’un est a. En appliquant 
un théorème établi antérieurement sur les coniques (VI, ^ i) h une 
section de Q par un plan quelconque passant par M, on voit facile¬ 
ment que le rapport est indépendant de la droite menée 

par M. Ce nombre sera dit, d’après Faure, Vindice du point M par 
rapport à Q; nous le désignerons, d’une manière générale, par fji. 

Gomme pour les coniques, la somme des inverses des indices de 
deux points conjugués Mj et Mo par rapport à Q variables sur une 
droite fixe est constante, le produit des indices de ces deux points 
conjugués M, et M 2 est dans un rapport constant avec le carré de 
leur distance M 1 M. 2 . Nous désignerons ce rapport sous le nom d’m- 
dice de la droite MjM^, et nous le représenterons, d’une manière 
générale, par la notation 

Par application du premier théorème fondamental, on voit que 

La somme des inverses des indices des sommets d'un triangle 
conjugué variable par rapport à une conique fixe de la quadrique Q 
est constante. 

On a aussi le tbéorème suivant : 

Le produit des indices des sommets du triangle MtMoMn est dans un 
rapport constant avec le carré de l'aire du triangle. 

En effet, Paire du triangle MjMoMs est égale à la moitié du 
produit de la distance des points M, et M 2 par la distance du point 

M;, à la droite MiM.,. 11 s’ensuit que le rapport t-t-’ aune 

^ (aire MiMaMs)^ 

valeur qui reste constante quand le triangle MjMoM;, varie en con¬ 
servant un sommet fixe M;, ; par application du premier théorème 
fondamental, ce rapport reste constant quand le triangle MjMaMa 
varie d’une façon quelconque. 

Nous désignerons ce rapport sous le nom d'indice du plan M 1 M 2 M 3 , 
et nous le représenterons par la notation (ji. 123 . 

Par application du second théorème fondamental, nous obtenons 
les théorèmes suivants : 

I® La somme des inverses des indices des sommets d'un tétraèdre con¬ 
jugué variable par rapport à Q est constante. 

a® Le produit des indices des sommets d'un tétraèdre conjugué quel¬ 
conque est dans un rapport constant avec le carré du volume de ce tétraèdre. 
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Pour établir ce second théorème, il sulTit de considérer le volume 
du tétraèdre M 1 M 2 M 3 M.V comme étant égal au tiers du produit de Taire 
du triangle par la distance du point M^. au plan 

Gomme pour les coniques, la somme des inverses des indices de 
deux droites conjuguées par rapport à une section plane fixe de Q 
qui varient en passant par un point fixe du plan de cette conique 
est constante, et le produit des indices de ces deux droites est dans 
un rapport constant avec le carré du sinus de leur angle. 

Par application du premier théorème fondamental, on en déduit 
que 

i® La somme des inverses des indices des ailés d'Olin triangle con~ 
jagué variable par rapport à une conique fixe de Q est constante, 
et que 

2 “ Im somme des inverses des indices des arêtes d'un trièdre conjugué 
variable par rapport à un cône fixe circonscrit à la quadrique () est 
constante. 

De ces deux théorèmes, il résulte, par a])plication du second 
théorème fondamental, que 

La somme des inverses des indices des arêtes d'un tétraèdre conjugué 
variable par rapport èi la quadrique Q est constante. 

Considérons les trois arêtes MvMi, M 4 M.>, M^M;, du tétraèdre con¬ 
jugué M 1 M 2 M 3 M 4 , variant en passant par le point lixe On a 




_ ^ _ p-t . ^ [X-3 “ ^ 


d’où 


MvM; 


P-4J • P-M • = P-i • 


M4IVI: M4IVI; 

p.1 . P2 . p.3 . p.4 


M4ivi;. M4M:. M4M; 

Mais le volume V du tétraèdre M 1 M 2 M 3 M 4 est égal à 


donc, 


Ainsi, 


' M 4 M 4 . M 4 M 2 . M 4 M 3 sin (trièdre M 4 ) ; 


^ H . T-* • == const. 

sin^ (trièdre M 4 ) 36 


Le produit des indices des arêtes d'un trièdre conjugué variable par 
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rapport ù un cône circonscrit fixe à la qaadrique Q est dans un ràp- 
porl constant avec le carré du sinus du trièdre. 


Considérons les deux plans iVl3M4Mi el M3M4IVI2 variant en passant 
par la droite fixe M;,M4. On a 


d’où 


(Xj 34 - - 


H-1 » {^3 • M-t 
(aire 


[^ 231 -- 


.^•2 • 1^3 . p .4 

(aire 


(1.1 . [X2 . (1.3 . (1,4 

• 1^2:14 — y.3 . \H ■ J r.nTTl' 

(aire MiMaMi)^. (aire 

Mais le volume V du tétraèdre M,M2M3M4 est égal à 

j^(aire M1M3M4) . (aire M,M3M4). sin (i\l,M3M4, M2M3M4) 

3 M3M4 ’ 


donc, 


_t^l 34 ■ fA 234 _ 

sin‘^ (M1M3M4, M2M3M4) 

Par conséquent, 


9 MaM' ^ ' 


Le produit des indices de deux ptans conjuques variables par rap¬ 
port à Q passant par une même droite fixe est dans un rapport con¬ 
stant avec le carré du sinus de leur angle. 


On a 


I _2__r ^ (aire MoMuMi)'^ '| 

!‘«•134 P -234 1^3 • p.4 L |Xi [X2 J 

^ d\ I (aire M1M3M4)" ^ (aire 1 

1^3 • P-4L M|M.2 . Miw M^Mi. M 2 W J 


(O étant le milieu de la corde de Q située sur la droite MjMo, d étant 
la derni-longucur du diamètre de Q parallèle à la droite M1M2. 
D’après le théorème de Stewart généralisé, la parenthèse est égale à 

sin» (M.Mi, MjMs) — 

coM,. wMj 

et, comme le produit luMi . MM2 est constant, on voit que Ton a 


_1—I—1_ _ const. 

^<134 1^234 
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Donc, 

La somme des inverses des indices de deux plans conjugués par 
rapport à () variant en passant par une même droite fixe est constante. 

Le premier théorème fondamental permet d’en déduire que 

La somme des inverses des indices des faces d*un trièdre conjugué 
variable par rapport à an cône fixe circonscrit à Q est constante. 

De ce théorème, on déduit, par application du second théorème 
fondamental, que 

La somme des inverses des indices des faces d\m tétraèdre conjugué 
guelconque par rapport à la quadrique est constante (*). 

(*) J. Nkuukiiü, Nouvelles Annales de Malhémaliijues, 1S70. 



GHAPITUE XI 


THÉORÈMES RELATIFS AUX FAISCEAUX LINÉAIRES PONCTUELS 
ET TAN6ENTIELS DE QUADRIQUES 


1. Tll(^OP<>me. — Les quadriqnes iVuii faisceau linéaire ponctuel 
sont rencontrées par un plan suivant les coniques d'un faisceau linéaire 
ponctuel. 

En elîct, soient Xi, X 2 , trois de ces quadriqnes et Ti, W les 
coniques d’intersection de ces quadriqnes avec un plan II. L’une 
quelcoïKjue des coniques r,, I\ 2 , 1';, passe par les points communs 
aux deux autres ; il s’ensuit que chacune de ces coniques appartient 
au faisceau linéaire qui contient les deux autres. En définitive, les 
coniques d’intersection du plan II avec les quadriqnes considérées 
forment un faisceau linéaire ponctuel. 

Th<^or<>me corrélatif. — Par application du principe de 
dualité au théorème précédent, on obtient le théorème suivant: 

Les cônes qui ont pour sommet un point donné et qui sont circonscrits 
aux quadriqnes d'un faisceau linéaire tangenliel forment an faisceau 
linéaire tangenliel de cônes de la seconde classe. 

2. Applications. — 1 “ En général, un plan 11 rencontre la 
biquadratique L commune aux quadriqnes X d’un faisceau linéaire 
ponctuel en quatre points distincts A, B, G, D. Les coniques P d’in¬ 
tersection des quadriqnes X avec le plan II passent par ces quatre 
points. Parmi ces coniques, il en existe trois qui sont décomposées 
en deux droites ; une telle conique est la section par II d’une qua- 
drique qui est en général tangente au plan II. On a ainsi le 
théorème suivant : 

Parmi les quadriqnes d'un faisceau linéaire ponctuel^ il en existe en 
général trois qui sont tangentes à un plan. 
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Les points de contact sont les sommets du triangle conjugué 
commun aux coniques P. 

En particulier, supposons que le plan 11 soit le plan à l’infini. 
Une qiiadrique tangente au plan à l’inlini étant un paraboloïde ou 
un cylindre, on voit que 

Parmi les qaadriques (Van faisceau linéaire ponctuel, il existe en 
général trois paraboloïdes ou cylindres. 

2“ Pour que les coniques P d’un faisceau linéaire ponctuel soient 
bitangentes entre elles en deux points A et B, il faut et il sulTit que 
parmi ces coniques il en existe une décomposée en deux droites 
confondues avec la droite AB. D’autre part, pour que la section 
d’une quadriquo par un plan U soit une conique décomposée en 
deux droites confondues, il faut et il sulfit que la quadriquo 5] soit 
un cône tangent au plan 11. On voit ainsi que l’on a le théorème 
suivant : 

Uenveloppe des plans qui rencontrent deux quadrujaes données 
et suivant deux conufaes bitangentes est formée par les cdnes du 
second degré qui appartiennent au faisceau linéaire ponctuel contenant 
les quadriques ilt - 2 * 

Ces cônes sont, en général, en nombre égal à quatre. 

Le théorème précédent peut s’énoncer ainsi : 

Le lieu des cordes d\me biqundratique qui sont telles <]ue les tan¬ 
gentes aux extrémités soient situées dans un même plan se compose des 
cônes du second degré qui passent par celte biqundratique. 

3" Par application du principe de dualité aux résultats précé¬ 
dents, on obtient les résultats suivants : 

Parmi les (juadriques dUin faisceau linéaire langentielf il en existe 
en (général trois qui passent par un point donné. 

Les plans tangents en ce point aux trois quadriques sont les 
plans des faces du trièdre conjugué commun aux cônes circonscrits 
aux quadriques du faisceau donné qui ont pour sommet le point 
donné. 

Le lieu des points tels (jue les cônes circonscrits à deux quadriques 
et ^2 ont pour sommet l’un (juelconque (Centre eux soient tan¬ 
gents l'un à Vautre le long de deux droites communes est formé des 
coniques qui appartiennent, comme quadrUiues dégénérées, au faisceau 
linéaire tangentiel contenant tes (juadrUjues et '^ 2 . 
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3. Th<^OPème. — Les quadriqaes d'un faisceau linéaire ponctuel 
sont rencontrées par une droite en les couples de points d'une involution. 

En effet, coupons les quadriques par un plan II passant par la 
droite donnée A. Les coniques d’intersection forment un faisceau 
linéaire ponctuel ; d’après le théorème de Desargucs, elles sont ren¬ 
contrées par la droite A en les couples de points d’une involution ; 
or, ces couples de points sont aussi les couples de points d’inter¬ 
section des quadriques avec la droite A. 

Comme conséquence de ce théorème, on a le résultat suivant: 

Parmi les quadriques d'un faisceau linéaire ponctuel^ il en existe en 
général deux qui sont tangentes à une droite donnée. 

Les points de contact sont les points doubles de l’involution 
précédente. 

Théorème corrélatif. — Par application du principe de 
dualité, on obtient les tlicorèmes suivants : 

1 " Les couples de plans tangents menés par une droite donnée aux 
quadriques d'un faisceau linéaire tangentiel appartiennent à une même 
involution. 

Parmi les quadriques d'un faisceau linéaire tangentiel, il en existe 
deux qui sont tangentes à une droite donnée. 

Les plans tangents aux points de contact avec cette droite sont 
les plans doubles de l’involution précédente. 

4. Théorème. — Les plans polaires d'un point P par rapport 
aux quadriques Q d'un faisceau linéaire ponctuel passent par une 
même droite A. 

Soient en effet Hj et fl 2 les plans polaires de P par rapport à 
deux quadriques Qj et Q 2 du faisceau. Elu général, ces deux plans 
sont distincts et ont une droite commune A. Les quadriques Q du 
faisceau sont coupées par le plan il' qui passe par P et par A 
suivant les coniques V d’un faisceau linéaire ponctuel. Or, le point 
P a la même polaire A par rapport aux coniques Fi et r 2 d’inter¬ 
section des quadriques Q, et avec le plan 11/ ; il a donc même 
polaire A par rapport à toutes les coniques P ; autrement dit, les 
plans polaires fl de P par rapport aux quadriques Q passent tous par A. 

11 peut arriver que les plans fli et II 2 soient confondus suivant un 
plan n ; alors le raisonnement précédent s’applique à toute droite A 
de ce plan II. 11 en résulte que les plans polaires de P par rapport 
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AUX quadriques Q Aont tous confondus avec le plan U. On voit que 
pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que P soit un point 
doul»te d’un cône du second degré proprement dit ou décomposé 
faisant partie du faisceau linéaire considéré. 

En supposant que P n’a pas même plan polaire par rapport aux 
quadriques Q, montrons que tout plan II passant par A est le plan 
polaire de P par rapport à une qaadriqae Q. En effet, soit un tel 
plan II. Menons par P une droite quelconque L rencontrant II en 
un point I non situé sur A. Pour que la quadriqiie Q soit telle que 
le plan polaire de P par rapport à cette quadrique coïncide avec le 
plan II, il faut et il suffit que le couple des points d’intersection 
de cette quadrique avec la droite L fasse partie de l'involution qui 
a i)Our points doubles P et I et par suite soit commun à cette 
involution cl à l’involution formée par les couples de points d’in¬ 
tersection de la droite L avec les quadric|ue$ Q. Or, ces deux 
involutions sont distinctes, sinon le point P aurait le même plan 
polaire II par rapport aux quadriques Q; étant distinctes, elles ont 
un couple commun et un seul, et la proposition est établie. 

Théorème corrélatif. — Par application du principe de 
dualité, on a le theorème suivant: 

Les pâles d'un plan Tl par rapport aux quadriques d'an faisceau 
linéaire langenlicl sont sur une même droite A. 

11 peut arriver que le plan 11 ait même pôle par rapport aux 
quadriques du faisceau ; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffît 
que le plan Tl soit le plan d’une quadrique du faisceau dégénérée 
en une conique. 

Si l’on suppose que le plan Tl n’a pas même pôle par rapport aux 
quadriques du faisceau, tout point de la droite A est le pôle de TI 
par rapport à une de ces quadriques. 

En particulier, supposons que II soit le plan à l’inlini; on a alors 
le théorème suivant : 

Le lieu des centres des quadriques d’un faisceau linéaire langentiel 
est une droite. Son point à Vinfini est le point n Vinfîni dans la 
direclion asymptotique double du paraboloïde du faisceau. 

5. Théorème. — Le rapport anharmonique des plans polaires 
d'un point variable de l'espace par rapport à quatre quadriques fixes 
d'un faisceau linéaire ponctuel est conslanl. 

Soient en effet une quadrique variable d’un faisceau linéaire 
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ponctuel donne et deux points fixes P et P'. Considérons les deux 
droites fixes A et A' par lesquelles passent respectivement les plans 
polaires variables II et II' de P et de P' par rapport à S. Menons 
par la droite PP' un plan H rencontrant 5] suivant une conique 
variable T qui appartient à un faisceau linéaire ponctuel fixe. Ce 
plan rencontre les deux droites A et A' en deux points O et 0' et les 
deux plans II et IP suivant deux droites 8 et S' qui passent respecti¬ 
vement par 0 et 0' et qui sont les polaires de P et de P' respectivement 
par rapport à F. Or, on sait que ces deux droites se correspondent 
homograpliiquement (III, § 2 ) ; il s’ensuit que les deux plans II et II' 
se correspondent boinographiqncmenl, et qu’ainsi le rapport 
anharmonique des plans polaires de P par rapport à quatre qua- 
driques est égal au rapport anharmonique des plans polaires de 
P' par rapport à ces quatre quadriques. 

La valeur constante du rapport anharmonique des plans polaires 
d’un point variable de l’espace par rapport à quatre quadriques fixes 
d’un faisceau linéaire ponctuel est dite rapport anharmonique de ces 
quatre quadriques. Ce nombre est en particulier égal au rapport 
anharmonique des quatre plans tangents à ces quadriques en un 
point quelconque de leur biquadratique commune. 

Théorème corrélatif. — Par application du principe de 
dualité, on obtient le théorème suivant: 

Le rapport anharmonique des pâles d\in plan variable par rapport 
a quatre quadriques fixes d\m faisceau linéaire langentiel est constant. 

Ce nombre constant est dit rapport anharmonique des quatre 
quadriques. 

6. A chaque point P de l’espace il correspond une droite A 
commune aux plans polaires de P par rapport aux quadriques 
d’un faisceau linéaire ponctuel. L’ensemble des droites A est donc 
un complexe, que nous appellerons le complexe polaire relatif au 
faisceau linéaire ponctuel considéré. 

Relativement au complexe polaire, on a les théorèmes suivants : 

i“ Quand le point P décrit une droite L, la droite A décrit une 
quadrique U, qui est aussi le lieu des droites conjuguées de L par 
rapport aux quadriques S. 

En effet, soient deux points Pet P' de la droite L, A et A' les 
droites du complexe polaire qui correspondent aux points P et 
P'. La droite D conjuguée de L par rapport à une quadrique S 
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est dans le plan polaire II de P par rapport à H et aussi dans le 
plan polaire H'de P' par rapporta i]. Quand la quadricpie varie, 
les deux plans II et 11', d’après un théorème établi au paragraphe 
précédent, se correspondent homographiquement ; le lieu de leur 
droite D d’intersection est donc une quadrique U, qui passe par 
les droites A et A', et qui est ainsi le lieu de la droite A du complexe 
polaire lorsque le point P auquel elle correspond décrit la droite L. 

La droite conjuguée d’une droite L par rapport à un cône du 
second degré passant par le sommet du cône, on voit que la 
quadrique U passe par le sommet de tout cône du second degré 
appartenant au faisceau linéaire ponctuel des quadriques il. 

En général, la quadrique U est proprement dite. Pour qu’elle 
soit un cône, il faut et il sulïit que les droites A et A' aient un 
point commun. Si ces deux droites ont un point commun A, le 
plan polaire de A ])ar rapport à une quadrique il quelconque passe 
par P et P' et par suite par la droite L ; ainsi la droite L appar¬ 
tient au cofnplexc polaire, lléciproquement, si la droite L appartient 
au complexe polaire et est ainsi la droite coiïimune aux plans 
polaires d’un point A par rapport aux quadriques i], les droites D 
conjuguées do L par rapport aux quadriques il passent toutes par A, 
et la quadrique U est un cône. 

On appelle cÂne iVwi complexe de droites ayant pour sommet le 
point A le lieu des droites du complexe qui passent par A. On a le 
théorème suivant ; 

Le cône du complexe polaire <pd a pour sommet an point A est un 
edne du second deijrc, <pd est aussi le lieu des droites conjwpiées par 
rapport aux quadruples Al de la droite du complexe fpd correspond an 
point A. 

y/’ Dans tout plan 11, il existe une injînitê de droites A du complexe 
polaire, et leur eiweloppe dans ce plan est une conùjue \\ En outre, le 
lieu des points P auxquels il correspond les droites A du complexe 
situées dans le plan 11 est, en général, une cubique gauche qui est aussi 
le lieu des pilles du plan II par rapport aux quadri<iues Al. 

En elTet, il est d’abord immédiat que pour qu’une droite A du 
complexe soit située dans le plan II, il faut et il sulTil que le point P 
auquel elle correspond soit pôle du plan II par rapport à une qua- 
drique H. Cela posé, soient dans le plan II deux droites iixes Ai et 
As et une droite variable A appartenant au complexe ; elles corres¬ 
pondent respectivement aux points fixes Pi et IL et au point variable 
P. Les droites PPi et PP^ sont des droites du complexe, qui corres¬ 
pondent respectivement aux points de rencontre Ai et Ao de A avec 
les droites Ai et A^. Pour la môme raison, la droite P 1 P 2 est une 
Michel, Géorn. mod. la 
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droite du complexe, qui correspond au point oi d’intersection des 
droites et A. 2 . Cette droite PiPo étant ainsi sur le cône du 

complexe qui a pour sommet Pi, 
il existe une quadriquc S' du 
faisceau donné telle que la droite 
P 1 P 2 soit conjuguée de Ai par 
rapport à de façon que le plan 
PP 1 P 2 soit le plan polaire de A, 
par rapport à ü'. Désignons par 
1 le point d’intersection du plan 
PP 1 P 2 avec la droite Ai ; les points 
1 et Al sont conjugués par rap¬ 
port à II', et, quand A varie, les 
points l et Ai se correspondent homograpliiquement. 11 s’ensuit 
que «si Ion considère quatre positions de A, le rapport anliarmo- 
nique des quatre positions correspondantes de Ai est égal au rapport 
anharmonique des quatre plans rPiP 2 ’ même, le rapport anliar- 
monique des quatre points Ao est égal au rapport anharmonique 
des quatre plans PP 1 P 2 . 11 en résulte que les points Ai et Ao s(î 
correspondent liomographiqucrnent, et que la droite A enveloppe 
une conique ]'. 

D autre part, le point P est situé à la fois sur les deux cônes du 
complexe qui ont pour sommets Pi et P 2 . (]es cônes du second degré 
ont en commun la droite P 1 P 2 ; le reste de leur intersection est une 
cubique gauche, qui est le lieu du point P. 

Cette cubique gauche passe parles sommets des cônes du faisceau 
et rencontre le plan JI aux trois points de contact avec le plan II 
des quadriques ÏI qui sont tangentes au plan M. 

Si l’on suppose que A, variant en restant tangente à \\ tende 
vers Aj, le point Ai tend vers le point de contact de Ai avec P. Dans 
les memes conditions, le point P varie sur la cubique gauche en 
tendant ven? P, et la droite PPi tend vers la tangente en Pi à la 
cubique. On voit ainsi que 

Les tangentes à In cubigue gauche appartiennent au complexe 
polaire et correspondent aux points de la conique P. 

On appelle courbe d'un complexe de droites située dans un plan II 
1 enveloppe des droites du complexe qui sont situées dans ce plan II. 
Ainsi, 

La courbe du complexe polaire située dans un plan est une conique. 

3° Le lieu des points P tels que les droites A correspondantes du 
complexe polaire rencontrent une droite donnée L est la quadrique U, 
lieu des droites conjuguées de L par rapport aux quadriques S. 
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En effet, soit P un tel paint. 11 existe une quadriqtic il telle que 
Je plan polaire de P par rapport Ji eoutienne la droite L. 
droite conjuguée de L pur rapport à E passe pur le point P, qui 
est ainsi situé sur la quadrique U. Réciproquement, P étant un 
point de la quadrique U, il existe une droite passant par P, située 
sur U et conjuguée de I-i par rapport à une quadrique il; le plan 
polaire de P par rapport à cette quadrique passe par L, et par 
Auite la droite A du complexe polaire qui oorrespond .au point P 
rencontre la droite L. 

4® Quand la droite L varie arhitrairemenl dans un pian fixe \\, h 
quadrujue U qui lui correspond passe constamment par la cabique 
gauche lieu des pôles du plan 11 par rapport aux qnadriques iJ. 

En effet, la droite A du complexe qui correspond h un point P 
quelconque de cette cubique rencontre toute droite L du plan Tl ; 
on voit ainsi que tout point de la cubique est situé sur toute qua¬ 
drique U correspondant «à une droite L du plan II. 

7. A chaque plan Fl de l'espace il correspond une droite A, lieu 
des pôles du plan II par rapport aux quadriques i] d’un faisceau 
linéaire tangenliel. li’enscmblc des droites A est donc un complexe, 
que nous appellerons le complexe polaire relatif au faisceau linéaire 
tangenliel considéré. 

Relativement à ce complexe, on a les théorèmes suivants, qui sc 
dédui.sciit par dualité des théorèmes qui viennent d’élre établis. 

1 ® Quand le plan variable U passe par une droite fixe L, la droite A 
décrit une quadrique ü, qui est aussi le lieu des droites conjuguées 
de L par rapport aux quadriques i]. 

Cette quadrique U est tangente au plan de toute conique faisant 
partie, à titre de quadrique dégénérée, du faisceau linéaire tangenliel 
des quadriques ii. 

En général, la quadrique U est proprement dite. Pour qu’elle 
dégénère en une conique, il faut et il suffit que la droite L appar¬ 
tienne au complexe. On a le théori'me suivant : 

La courbe du complexe polaire qui est située dans un plan II est 
une conique qui est aussi ^enveloppe des droites conjuguée.^ par rapport 
aux quadriques 'ï, de la droite du complexe qui correspond au plan fl. 

a® Le cône du complexe qui a pour sommet un point A est un cdne 
du second degré. En outre, renveloppc des plans II auxquels il 
correspond les droites A du complexe qui passent par A est, en général, 
une développable de la troisième classe, qui est aussi l'enveloppe des 
plans polaires du point A par rapport aux quadriques 11. 
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Les génératrices rectilignes de la développable appartiennent au 
complexe et correspondent aux plans tangents au cône du complexe de 
sommet A. 

3" L^enveloppe des plans II tels que les droites A correspondantes 
du complexe rencontrent une droite donnée L est la quadrique U, lieu 
des droites conjugm^es de L par rapport aux qiiadriques ü. 

4° Quand la droite L varie arbitrairement en passant par un point 
fixe A, la quadrique U qui lui correspond reste inscrite à la déve¬ 
loppable de la troisième classe enveloppe des plans polaires du point A 
par rapport aux quadriques Al. 

8. Complexe létraédraU — Cn appelle* complexe tétraédral 
1 ensemble des droites A telles que le rapport anliarmonirpie des 
]ioints d’intersection de runc quelconque d’entre elles avec les 
quatre laces d’un tétraèdre donné prises dans un ordre donné ait 
une valeur donnée. 

Mous allons démontrer que le rapport anharmonique des plans qui 
passent par une droite A et les quatre 
sommets S,, S:(, S^, d'un tétraèdre 

est égal a'u rapport anharmonique des 
points d^intersection de cette droite avec 
les quatre faces respectivement opposées 
de ce tétraèdre. 

Soient ai, a.., a;,, a 4 les points de 
rencontre de A avec les faces du té¬ 
traèdre respectivement opposées à S,, 
S-a, S;„ S 4 . Les droites S._iai et S,a .2 
rencontrent 8:184 respectivement aux 
deux points P et Q. Le rapport anbar- 
monique p des quatre plans qui passent 
par A et respectivement par Sj, 8 ., 8 ;„ 84 (*st é-al au rapport anbar- 
monique des quatre points (), P, 83, 84. D’autre part, le rapport 
aniiarmonique p' des quatre points ai, ao, as, a 4 est égal au rapport 
anharmonique des quatre plans qui passent par la droite SjSo et 
respectivement par ces quatre points, et celui-ci est égal au rapport 
anharmonique des quatre points P, Q, 84 , S;,. Or, on a 

(QPS3S4) = (PQS4S:i) ; 

on a donc p — p' 



(*) C. (juicHABi), CompIt^menLs de géométrie. 
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Un complexe tétraédral est donc aussi l’ensemble des droites à 
telles que le rapport anharmonique des quatre plans qui passent 
par l’une quelconque d’entre elles et les quatre sommets d’un 
tétraèdre ait une valeur donnée. 

Soit un faisceau linéaire ponctuel de quadriques S contenant 
quatre cônes du second degré distincts, de sommets S,, S2, S3, S^; 
le tétraèdre SiS.^Sj,Sv est conjugué par rapport k chacune des 
quadriques i]. Soient une droite A du complexe polaire relatif au 
iaisceau linéaire ponctuel et le point P auquel elle correspond. 
Les plans polaires de P par rapport aux quatre cônes du faisceau 
sont les quatre plans qui passent par A et respectivement par les 
points Si, S.2, S3, S4, ; le rapport anharmonique de ces quatre plans 
est, comme nous l’avons vu, indépendant de la position du point P 
(ij 5 ). On voit ainsi que le complexe polaire est un complexe tétraédral. 

Nous allons établir que, réciproquement, tout complexe tétraédral 
peut être regardé comme le complexe polaire relatif à un faisceau linéaire 
ponctuel de quadriques adnietlanl le tétraèdre du complexe comme 
tétraèdre conjugué. 

Montrons d’abord qu êtant donnés dans un plan im triangle ABC, 
un point P et une droite A, il existe \inc conique admettant le 
triangle ABC comme triangle conjugué et telle que la polaire de P 
par rapport à la conique soit la droite A. Kri ellct, soit une conique 
quelconque passant parles points A, B, C, P; elle rencontre A en 
deux points Q et U. Comme les deux triangles ABC et PQR sont 
inscrits à une même conique, il existe une conique I’ qui admet 
les deux triangles ABC et PQK comme triangles conjugués; cette 
conique P passe bien par les points A, B, C cl la polaire de P par 
rapport a cette conique c.st bien la droite A. 

Il s’ensuit qu’étant donnés dans l’espace un trièdre S(ABG), un 
point P et une droite A, il existe un cône du second degré admet¬ 
tant le trièdre S(ABC) comme trièdre conjugué et tel que le plan 
polaire de P par rapport au cône passe par la droite A, 

Cela posé, soient un tétraèdre 81808384, un point quelconque P 
et une droite quelconque A. 8oicnt un cône du second degré, de 
sommet 81, admettant le trièdre 8,(828384) comme trièdre conjugué, 
et tel que le plan polaire de P par rapport au cône passe par A, et 
un cône il2 du second degré, de sommet 82, admettant le trièdre 
80(8,8384) comme trièdre conjugué, et tel que le plan polaire 
de P par rapport au cône passe par A. Le point S;, a même plan 
polaire, le plan 8,8284, par rapport aux deux cônes i], et II2 ; de 
même, le point 84 a môme plan polaire, le plan 8,8083, par rapport 
à CCS deux cônes. 8i donc l’on considère le faisceau linéaire ponctuel 
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de qtiadrlques qui contient les cutics Si et Sa, il contient aussi 
deux cônes de sommets S3 et S4, et ainsi le tétraèdre SiSaSijS* est 
cGojogné par rapport à chacune des qnadriques- du laisceau. U 
s’ensuit que le complexe tétraédral relatif au tétraèdre S^SaSySi, qui 
contient la droite arbitraire A, est le complexe polaire relatif au 
laisceau linéaire ponctuel cofisidéré. 

Par application du principe de dualité, on a aussi les théorèmes 
suivants : 

r Le complexe polaire relatif à un faisceau, linéaire tangentiel de 
quadrifjues qui contient quatre quadriques distinctes dégénérées en 
coniques est un complexe tétraédral relatif an tétraèdre qui a pour faces 
les plans de ees quatre coniques. 

2® Réciproquement., tout complexe tétraédral peut être regardé 
comme le complexe polaire relatif à un faisceau linéaire tangentiel de qua¬ 
driques admettant le tétraèdre du complexe comme tétraèdre conjugué. 

9. Propriétés du complexe tétraédral. — Soit un 
complexe tétraédral rclatifau tétraèdre SiS._,S:,S4. Tonte droite ])assant 
par un sommet du tétraèdre appartient au complexe, de même que 
toute droite située dans le plan d’une face du tétraèdre. Le cône du 
complexe qui a pour sommet un point quelconque A de l’espace 
est du second degré, et il contient les quatre droites AS^, AS2, AS3 
et AS4; le rapport anharinoniqiic de ces quatre droites sur le cône 
est indépendant de la position de A. La courbe du complexe située 
dans un plan 11 est une conique, qui est tangente aux droites 
d’intersection du plan 11 avec les plans des quatre faces du tétraèdre; 
le rapport anharmonique des quatre tangentes est indépendant de 
la position du plan 11, et il est égal au rapport anharmonique pré- 
cèdent. 

10 . Ai)pIicatioils. — Nous avons vu que le lieu des pôles d’un 
plan fixe II par rapport aux quadriques d’un faisceau linéaire 
ponctuel est une cubique gauche, qui passe par les sommets des 
cônes du faisceau et par les points de contact avec le plan 11 des 
quadriques du faisceau qui sont tangentes à ce plan. 

En particulier, si le plan 11 est le plan à l’inlini, on voit qu’en 
général 

Le lieu des centres des quadriques d’«/i faisemu linéaire ponctuel 
est une cubique gauche c’, qui passe par les sommets des cènes du fais¬ 
ceau et par les points de contact avec le plan èi Vinfini des parabohoîdes 
du faisceau. 
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Si le faisceau contient une sphère, les points de contact avec le 
plan à l’infini des paraboloïdes du faisceau sont les sommets d’un 
triangle conjugué par rapport au cercle à l’infini. Par suite, les 
directions asymptotiejnes de la cubique sont deux à deux rectan¬ 
gulaires ; bn dit alors que la cubique est éqailalère. Ces directions 
asymptotiques sont d’ailleurs les directions principales de chacune 
des quadriques du faisceau. 

Tout point P de la cubique étant le centre d’une qiiadrique du 
faisceau, la droite correspondante A du complexe polaire relatif au 
faisceau est à l’infini. Le pian polaire de P par rapporta une quadrique 
quelconque du faisceau est donc parallèle au plan polaire de P par 
rapport à la sphère du faisceau. Si I est le centre de cette sphère, on 
voit que la droite IP est perpendiculaire au plan polaire de P par- 
rapport à une quadrique du faisceau. Ainsi, 

Le lieu des poinls P tels (fue la perpendiculaire menée par rnn quel¬ 
conque d'entre eux au plan polaire de ce point par rapport à une qua¬ 
drique à centre unique passe par un point fixe 1 est une cubique 
gauche C qui passe par le point 1, par le centre de et par les poinls à 
Vinfini dans les directions principales de la quadrique. 

Cette cubique est dite cubique d*Apollonius relative nu point 1 . 

Les six points de rencontre de cette cubique avec la quadrique 
sont les pieds des normales menées de I à la quadrique. Donc, 

D'un point quelconque I on peut mener à une quadrique à centre 
unique à distance finie six normales. Les pieds des six normales sont 
sur une cubique gauche équilalère qui jiasse par I, par le centre de la 
quadrique et par les points à l'infini dans les directions principales de 
celte quadrique. 

Le cône qui a pour sommet le point 1 et passe par la cubique est 
un cône du second degré. Donc, 

Les six normales menées d’un point 1 à une quadrique à centre sont 
sur un cône du second degré, dit cône de Chasles relatif au point I. 

Si la quadrique considérée est non plus une ({uad[*i([ue à centre, 
mais un paraboloïdc, l’un des points de rencontre de la cubique et 
de la quadrique est le point de contact de cette quadrique avec le 
plan à l’infini. On voit ainsi que 

D'un point quelconque 1 on peut mener à un paraboloîde cinq nor¬ 
males. Ces cinq normales et la parallèle à l'axe du paraboloîde menée 
par 1 sont sur un même cône du second degré., dit encore cône de (Chasles 
relatif au point 1. 
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11 . Quîulriqiies homofocules î\ centre. — Soit une qua- 
driquc iJo "od de révolution, à centre unique O à distance Unie, et 
considérons le faisceau linéaire tangentiel qui contient üo et le 
cercle à rinlini. 

Ce faisceau linéaire tangentiel de quadriques contient, outre 
le cercle à rinlini, trois quadriques dégénérées en coniques. Les 
plans de ces coniques Ti, 1%, forment avec le plan h riiifini un 
tétraèdre conjugué conimun aux quadriques il. L’une de ces qua¬ 
driques étant le cercle à l’infini, les plans des coniques \\, Ta, T;) 
sont rectangulaires deux à deux et sont ainsi les plans principaux 
d’une (juadrique quelconque il. Ainsi, !es quadriques il oui même 
cenlre O el mêmes plans principaux. 

Les coniques l'i, r>, l'a sont dites les coniques focales de Tune 
quelconque des quadriques il, lesquelles sont dites liomofocalcs. 

Ces quadri(jues hoinofocales il ont les propriétés suivantes, qui 
résultent des théorèmes généraux relatifs aux faisceaux linéaires 
langentiels de quadriques. 

i" Les cônes S circonscrits aux quadriques il qui ot>t pour som¬ 
met commun un point quelconque P forment un faisceau linéaire 
tangentiel qui contient le cône isotrope de sommet P. Ces cônes ont 
mêmes plans principaux et sont honiofocaux. Parmi les quadruples il, 
il en existe trois qui passent par P ; les plans tangents à ces quadriques 
en P sont les plans prmcipanx des cônes S ; ces trois plans sont deux 
à deux rectangulaires^ et ainsi^ deu.e quadriques il sont orthogonales 
en chacun des points de leur hiquadratique d''intersection. Les droites 
qui passent par P et qui sont situées sur les quadriques ü qui passent 
par P sont les droites focales communes aux cônes S, 

y." Parmi les quadriques ü, il en e.riste deux qui sont tangentes à une 
droite donnée L. Les plans tangents à ces deux quadricpies aux 
points de contact avec L .sont les plans doubles d’une involution qui 
contient le couple des plans tangents au cercle à l’infini menés par 
L ; ces deux plans doubles sont donc rectangulaires. 

3 ’ Soient une de ces (juadriques il el le cercle à l’infini. Le lieu 
des points P tels que le cône circonscrit à Ü ayant pour sommet un 
de CCS points soit de révolution est le lieu des points P tels rjue les 
cônes circon.scrits à i- cl au cercle à l’infini ayant pour sommet 
conimun un de ces points soient tangents l’un à l’autre le long de 
deux droites communes ; il est formé par les trois focales l'i. Ta, Fa 
de la quadrique il. 

Les cônes S qui ont pour sommet un point P d’une de ces focales 
et qui sont circonscrits aux quadriques i] sont tangents au cône 



FAISCEAUX PONCTUELS ET TANCENTIELS DE QUADRÏQüES iSo 

isotrope de sommet P le long de deux mt'ines droites de ce cône ; 
autrement dit, ces cônes S sont de révolution autour d’un même 
axe A, qui est d’ailleurs la tangente en P à la focale considérée. 

La splicre de rayon nul qui a pour centre le point P est bltan- 
geiite à chacune des quadiiques il. Si Q et Q' sont les points de 
contact de cette sphère avec une quadrique Ü, les deux surlaces se 
rencontrent suivant deux coniques qui passent par Q et Q'. Le point 
P est dit un foyer de la quadrique i:, et la droite QQ' est dite la 
directrice correspondant à ce foyer, par rapport à la quadrique i]. 
La droite QQ' est conjuguée par rapport à de la tangente en P à la 
focale sur laquelle se trouve le point P. 

4 " Les pôles d’ur» plan fixe 11 par rapport aux quadriques lioino- 
focales sont situés sur une droite A. Le pôle du plan 11 par rap¬ 
port au cercle à l’inlini étant à l’inlini dans la direction des droites 
perpendiculaires au plan M, la droite A est perpendiculaire au plan II. 
La droite A passe par le point de contact M avec/le plan 11 de la qua¬ 
drique — qui est tangente à ce plan, et elle est normale en M à 
celte quadrique. On voit ainsi que le coniple.re polaire relatif au 
faisceau linéaire laïujenliel des qundriifues liomiforales il est aussi le 
complexe des normales à ces quadriques. 

5 ® Soit une droite A du complexe, lieu des pôles d’un plan II, qui 
lui est ])erperidicidaire, par rapport aux quadriques i-, La droite 
conjuguée de. A par rapport à rune quelconque des quadriques est 
située dans le plan II, et l’on voit ainsi qu’une droite A du complexe 
est perpendiculaire à sa droite conjuguée par ra[)port à l’iine quel¬ 
conque des ([uadriques AI. Uéciproquement, soit une droite A per¬ 
pendiculaire à sa conjuguée A^ par rapport à une quadrique Al, soit 
Ao- I*ar la droite X) d ])asse un plan II perpendiculaire à A; le 
lieu des pôles de ce plan par rapport aux quadri(pi(\s A est une 
droite qui, comme A, e.st perpendiculaire au plan II et qui, comme 
A, passe par le pôle de II par rapport à la ([uadrique A,,; elle coïn¬ 
cide donc avec A. Ainsi, 

Le complexe polaire relatif aux quadriques A est Vensemble des 
droites dont chacune est perpendiculaire à sa droite conjuguée par rap¬ 
port à une quadrique A et par conséquent perpendiculaire à sa droite 
conjuguée par rapport à toute quadrique A. 

Montrons, d’après cela,,que le complexe polaire contient les axes 
des coniques situées sur les surfaces A. En elfet, soit un axe A d’une 
section platie d’une surface A ; A et A' étant les extrémités de cet 
axe, la droite A' conjuguée de A par rapport à A est la droite d’inter¬ 
section des plans tangents en A et A! à A. Mais, les tangentes en 
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A et A' à la section plane sont perpendiculaires à A ; il s’ensuit que 
la droite A' est parallèle à chacune de ces deux tangentes et perpen¬ 
diculaire à A. 

Soit encore la perpendiculaire A à un plan II menée par le centre 
(i> de la section d’une quadriquc il par ce plan. La droite conjuguée 
A' de A par rapport à S est située dans le plan polaire de o) par 
rapport à ï], lequel plan est parallèle au plan IT ; on voit ainsi que 
A' est perpendiculaire à A ; la droite A fait donc partie du complexe. 

On a, d’après cela, les théorèmes suivants : 

Le lieu des axes des sections planes des quadriques ^ qui ont pour 
centre un point donné ut est le cône du complexe polaire qui a pour 
sommet m. 

Le lieu des perpendiculaires en co aux plans de ces coniques est aussi 
le cône du complexe de sommet w. Il s'ensuit que l'enveloppe des plans 
qui rencontrent les quadriques suivant des coniques ayant un centre 
donné a» est le cône supplémentaire du cône du complexe de sommet m. 

Ënfin, soit une corde AB d’une quadriquc telle que les nor¬ 
males en A et B soient dans un même plan. Il est immédiat que 
la droite AB est perpendiculaire à sa droite conjuguée par rapport 
à il, qui est la droite d’intersection des plans tangents à i] en A et 
B ; donc, la droite AB fait partie du complexe. 

6 ^ Le complexe polaire est tétraédral. Donc, si Mi, M^, M;, sont 
les points d’intersection d’une droite A du complexe avec les plans 
principaux des quadriques D contenant respectivement les coniques 
M M, 

focales r,, Ta, T;,, le rapport ^st constant. 

7° Le rapport anharmonique des pôles d’un plan II par rapport 
à quatre quadriques i] est indépendant de la position du plan II. 
En prenant pour trois de ces quadriques le cercle à l’infini et les 
deux focales et 1\, on obtient le théorème suivant ; 

M étant un point quelconque d'une quadrique i], si Mi et M2 sont les 
points de rencontre de la normale en M avec deux plans principaux, le 

rapport ^st constant. 

MM2 

8 ® Le lieu des droites conjuguées d’une droite donnée L par rap¬ 
port aux quadriques et le lieu des normales aux points de contact 
des quadriques XI avec les plans tangents menés à ces quadriques 
par la droite L sont une seule et même quadrique U, qui est en 
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général proprement dite, et qui est inscrite au tétraèdre conjugué 
commun aux quadriques S ; c’est donc un paraboloïde hyperbo¬ 
lique tangent aux trois plans principaux des quadriques il. 

Pour que cette quadrique U dégénère en une conique, il faut et 
il sullit que la droite L appartienne au complexe. On a le théorème 
suivant : 

La courbe du complexe située dans un plan II est une parabole tan¬ 
gente aux droites d''intersection du plan II aven les plans principaux 
des quadriques il. 

9" Le cdne du complexe qui a pour sommet un point A est un cône 
du second degré qui passe par le centre O des ijuadriques et par les 
parallèles aux axes de ces quadriques menées par A. 

Ce cône est le cône de Chasles de sommet A relatif à chacune des 
quadriques i].. 

ÏJenveloppe des plans II auxquels il correspond les droites A du 
complexe qui passent par A es/, en général, une développable de la 
troisième classe, qui est aussi renveloppe des plans polaires de A par 
rapport aux quadriques 1. Cette développable est tangente au plan à 
Vinjîni et aux plans principaux des quadriques i]. 

L'enveloppe des plans ü tels que les droites A correspondantes 
du complexe rencontrent une droite donnée L est le paraboloïde 
hyperbolique U lieu des droites conjuguées de L par rapport aux qua- 
driqaes i]. Si la droite L fait partie du complexe, cette enveloppe est une 
parabole. 

12. Paraboloïiles homofocaux. — Soit un paraholoïde ï]o 
non de révolution, et considérons le faisceau linéaire tangenliel qui 
contient l'o *‘1- le cercle à rinlini. 

Les quadriques il de ce faisceau sont toutes tangentc*s au même 
point au plan à l’infini ; ce sont des paraholoides ayant meme 
direction asymptotique double. Parmi ces quadriques se trouvent, 
outre le cercle à l’iniini, deux quadriques dégénérées en coniques 
tangentes au plan à l’infmi ; ces deux coniques sont des paraboles, 
qui sont dites les paraboles focales de l’un quelconque des para- 
boloïdes ü, lesquels sont dits homofocaux. 

Le plan de chacune des paraboles focales a même pôle, dans le 
plan à l’inlini, par rapport à un paraholoïde ü et par rapport au 
cercle à rinfmi ; c’est donc un plan principal de H. Ainsi, les para- 
boloïdes ont mêmes plans principaux. 

On a les théorèmes suivants : 
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1° Par un point P de Vespace^ il passe trois paraboloïdes homofo- 
caiix à et les plans tangents en P à ces trois quadriques sont deux 
à deux rectangulaires. 

3 “ Le lieu des sommets des cônes de révolution circonscrits à un 
paraholoïde est formé des deux paraboles focales de ce paraboloïde. 

Un point quelconque d’une focale est encore dit un foyer de cha¬ 
cun des paraboloïdes S ; la sphère de rayon nul qui a pour centre 
un foyer touche un paraboloïde i] en deux points, et la droite qui 
joint ces deux points estxencore dite la directrice correspondant au 
foyer, par rapport au paraboloïde S. 

d® Le lieu des pôles d'un plan IJ par rapport aux paraboloïdes S est 
une droite à perpendiculaire au plan il. 

4 " Le complexe des droites \ correspondant aux divers plans II de 
l'espace est l'ensemble des normales aux paraboloïdes et aussi 
l'ensemble des droites dont chacune est perpendiculaire à sa droite con¬ 
juguée par rapport à un paraboloïde î) et est par suite perpendicu¬ 
laire à sa droite conjuguée par rapport à l'un quelconque des parabo¬ 
loïdes Ce complexe contient les axes des sections planes des 
paraboloïdes et les perpendiculaires aux plans des coniques des para¬ 
boloïdes menées respectivement par les centres de ces coniques. 

5 ® Le cône du complexe qui a pour sommet an point A est un cône du 
second degré qui contient les parallèles aux directions principales des 
paraboloïdes menées par A. La courbe du complexe située dans un 
plan II est une parabole tangente aux droites d'intersection du plaji fl 
avec les plans princ,ipau:r des paraboloïdes. 

G" Le beu des droites conjuguées d'une droite h par rapport aux para¬ 
boloïdes Ü est un paraboloïde U, qui dégénère en une parabole lorsque 
la droite L fait partie du complexe. 

13. TliPorôïiio. - Liant données deux quadriques S et H', s'il 
existe une quadriqiie A circonscrite èi et hornofocale à i]', il existe une 
quadrique A' circonscrile à cl homojocale à i] 

En elfel, soit le pôle 0 par rapport à chacune des quadriques i] 
et A du plan de leur conique de contact, et considérons un plan 
quelconque passant par O et tangent à la quadrique Il existe 
une quadrique A/ honiofocale à 11 et tangente à ce plan. Chacun des 
cônes de sommet O qui sont circonscrits aux quadriques A' et S' est 


(^) Ce théorème est dû à G. Darboux. 
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tangent à ce même plan et fait partie du faisceau linéaire tangentiel 
de cônes de sommet O qui contient le cône de sommet O circonscrit 
aux quadriques S et A et le cône isotrope de sommet O. Donc, ces 
deux cônes coïncident, et par suite tout plan II passant par O et tan¬ 
gent à i]' est aussi langent à A'. Soit a le pôle unique d’un tel 
plan II par rapport aux quadriques ÜI et A. Le lieu des pôles d’un 
plan par rapport à des quadriques hornofocales étant une droite per¬ 
pendiculaire au plan, le point de contact du plan II avec l’une ou 
l’autre des quadriques il' et A' est le pied de la perpendiculaire 
abaissée de a sur le plan II. Les deux quadriques il' et A' sont donc 
circonscrites Tune à l’autre le long d’une conique; le plan de celte 
conique a pour pôle unique par rapport à ces deux quadriques le 
point O. Le théorème est élahli. 

En particulier, si deux œniqiws I’ et T' sont telles (jn il existe une 
quadrique passant par V et admettant T' comme conifiie focale, il existe 
aussi une quadrique passant par T' et admettant T romme ronique focale. 



CHAPITRE XII 


RÉSEAUX LINÉAIRES 

PONCTUELS ET TAN6ENT1ELS DE QUADRIQUES 


1. Soient 


y, 0 = /) = O, yi(a-, y,.,i = o 

les équations homogènes de trois quadriqucs ija qui n’appar¬ 

tiennent pas à un même faisceau linéaire ponctuel. On voit immé¬ 
diatement que les quadriques qui font partie d’un faisceau linéaire 
ponctuel contenant Xj et une quadriquc quelconque du faisceau 
linéaire ponctuel qui contient et X3 ont pour équation générale 

î-i/iC-c, y, 0 -i - hM^,y, h 0 h- X:,/,(x, y, z, i) = o, 

)vt, Xi, Xi étant trois constantes arbitraires non simultanément milles. 
La forme môme de cette équation montre que les quadriques pré¬ 
cédentes coïncident avec les quadriques qui font partie d’un faisceau 
linéaire ponctuel contenant ^^2 <'1 quadrique quelconque du 
faisceau linéaire ponctuel ([ui contient et lli et coïncident aussi 
avec les quadriques qui font partie d’un faisceau linéaire ponctuel 
contenant et une quadrique quelconque du faisceau linéaire 
ponctuel qui contient et On désigne rcnscmble de ces qua¬ 
driques X sous le nom de réseau linéaire ponctuel. (X‘t ensemble 
contient les quadriques Xi, X.>, X3 qui sont dites quadriques de base. 
On voit facilement que le réseau linéaire ponctuel considéré ne 
change pas si l’on remplace les trois quadriques Xi, X2, X3 par trois 
autres quadriques du réseau prises comme nouvelles quadriques de 
base, ces trois nouvelles quadriques n’appartenant pas à un môme 
faisceau linéaire ponctuel. 

Corrélalivement, soient trois quadriques Xi, X2, X3 n’appartenant 
pas à un môme faisceau linéaire tangentiel. L’ensemble des qua¬ 
driques qui font partie d’un faisceau linéaire tangentiel contenant 
Xi et nue quadrique quelconque du faisceau linéaire tangentiel qui 
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contient et coïncide avec l’ensemble des quadriqncs qui font 
partie d’un faisceau linéaire iangenttel contenant ü^ct uncqnadrique 
quelconque du faisceau lini^ire tangenticl qui contient ^3 et üj et 
aussi avec l’ensemble des quadrtques qui font partie d’un faisceau 
linéaire tangentiel contenant II3 et une quadrique quelconque du 
faisceau linéaire tangentiel qui contient Si et Sa- On désigne cet 
ensemble unique de quadriques S sous le nom de réseau linéaire 
tangentiel. 11 contient les quadriques Si, Sg, S3 dites quadriques de 
base. Le réseau linéaire tangentiel considéré ne change pas si l’on 
remplace les trois quadriques Si, S^, S3 par trois autres quadriqncs 
du réseau, prises comme nouvelles quadriques de base, ces trois 
nouvelles quadriques n’appartenant pas à un même faisceau linéaire 
ponctuel. 

En particulier, si les quadriques S,, Sa, S.j sont trois cônes de la 
seconde classe proprement dits ou décomposés en deux droites ayant 
même sommet S, toutes les quadriques S sont des cônes de la 
seconde classe ayant pour sommet le point S. 

2 . TlH'îorôme. — Par sept points distincls non situés dans un 
même plan, tels quHl ny en ait ni six sur une même conique ni quatre 
sur une même droite, il passe une infinité de quadriques S qui forment 
un réseau linéaire ponctuel. 

En effet, soit, en coordonnées homogènes, l’équation indéterminée 
d’une quadrique 

fÇx,y, Z, t) ayant dix coeRicienls. En exprimant que la quadrique 
passe par les sept points j,-, c,, t^,(i~ i, >.,...,7), on obtient 
pour déterminer ces coelTicienls sept équations 

/(^o y h w, <.) = O, 

qui .sont linéaires et homogènes. Montrons que le rang du système 
de ces équations ne peut être inférieur à 7. 

Distinguons plusieurs cas : 

1° Supposons que parmi les sept points, il n'y en ait pas quatre 
dans un môme plan. Le rang étant supposé inférieur à 7, on pourrait 
faire passer une quadrique par les sept points donnés et par trois 
points a, p, y choisis dans le plan A1A.2Â3 de façon que les points 
a, p, y, Aj, A.2, A3 ne soient pas situés sur une même conique. Alors, 
la quadrique se décomposerait en le plan A1A2A3 et en un autre plan 
qui devrait contenir les points A4, Ag, As, At, ce qui est impossible. 
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2" Supposons que parmi les sept points A, il y en ait quatre et 
quatre seulement, A^, A^, A;,, A*, dans un môme plan, mais qu’il 
n’y en ait pas trois en ligne droite. Le rang étant supposé inférieur 
à 7, on pourrait faire passer une quadrique par les sept points A 
donnés et par trois points a,p,Y choisis de la manière suivante: 
a et [i dans le plan A1A0A3A4. de façon que les six points Aj, A2, 
A;,, A;, a, P ne soient pas situés sur une même conique, y non situé 
dans le plan A,AoA;,A4et non situé dans le plan A:;A,;A> Alors la 
quadrique se décomposerait en le plan AiA^AgA; et en un autre plan 
qui devrait contenir A-;, Af„ A-jCty, ce qui est impossible. 

3 " Supposons que parmi les sept points A, il y en ait trois, Aj, Ao, 
A3, en ligne droite, les quatre autres n’étant pas dans un meme 
plan. Soit 1 le point d’intersection de la droite AjA.^As et du plan 
AiAtjAfi ; choisissons trois points a, p, y de la manière suivante: a 
et fi dans le plan A^AiiAo, de façon que les six points 1, a, fi, A^, A^, 
\(i ne soient pas situés sur une môme conique, y non situé dans 
le plan AvA;jA,i et non situé dans le plan AiA2A3A> Le rang étant 
supposé inférieur à 7, on pourrait faire passer une quadrique par 
les sept points A et les points a, p, y ; cette quadrique se décompo¬ 
serait nécessairement en le plan AvA-.Ac, et en un plan qui devrait 
contenir les points Aj, A^, A.,, A- et y, ce qui est impossible. 

4 " Supposons que trois des sept points A, les points A,, Ao, A3, 
soient en ligne droite et que les quatre autres soient dans un môme 
plan qui ne contient aucun des trois premiers. Soit 1 le point d’in¬ 
tersection de la droite AiA^A;, et du plan AvA^AcA-; ; choisissons 
trois points a, p, y de la manière suivante: «dans le plan A4Aj;AcA-, 
de façon que les six points 1 , a, A^, A5, A,„ A^ ne soient pas situés 
sur une môme conique, pet y non situés dans le plan AiA-jAeA-, 
de façon que la droite py ne soit pas dans un môme plan avec la 
droite A1A2A3. Le rang étant supposé inférieur à 7, on pourrait 
faire passer une quadrique ])ar les sept points A et les points a, 
p, y ; cette quadrique se décomposerait nécessairement en le plan 
AvA;;AcAt et en un plan qui devrait contenir les points Ai, A^, Au, 
P et y, ce qui est impossible. 

5 " Supposons que cinq des sept points A, les points A,, Ao, A3, 
A4, A;;, soient dans un môme plan P, les deux autres, Aq et A7, 
n’étant pas situés dans ce plan. Choisissons trois points a, p, y 
comme il suit: a dans le plan P de façon que les six points a, A,, 
A2, A3, A;, A;; iic soicnt pas situés sur une môme conique, p et y 
en dehors du plan ]' de façon qu’ils ne soient pas dans un meme 
plan avec A g et A^. Le rang étant supposé inférieur à 7, on pour- 
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rait faire passer une quadrique par les sept points A et les points 
a, p, Y ; cette quadrique se décomposerait nécessairement en le 
plan P et en un plan qui devrait contenir les points Ag, Ai, p et y» 
ce qui est impossible. 

6® Supposons enfin que six des sept points A, les points Aj, Ao, 
A3, A;, A;;, Aq soicnt dans un même plan P, le septième point A- 
n’étant pas situé dans ce plan. Choisissons trois points a, p, y en 
dehors du plan P et de façon qu’ils ne soient pas dans un môme 
plan avec le plan A7. Le rang étant supposé inférieur à 7, on pour¬ 
rait faire passer une quadrique par les points A et les points a, p, y ; 
comme les six points A^ A^, A3, A4, A^, Ag ne sont pas situes sur 
une même conique, celte quadrique se décomposerait nécessairement 
en le plan P et en un plan qui devrait contenir les points A7, a, p, 
y, ce qui est impossible. 

Le rang du système des équations linéaires étant dès lors égal à 
7, il est possible d’exprimer sept des coelficienls de /(«r, j, z, f) en 
fonction linéaire et homogène des valeurs arbitraires Xj, X2, X3 attri¬ 
buées aux trois autres, de telle sorte que l’équation générale des 
quadriques passant par les sept points donnes soit de la forme 

y, Z, 0 -h X^X-r, J, -, 0 H- liMx, y, z,t) = o, 

/ij/ji/j étant trois polynômes à coefficients fixes, premiers membres 
des équations homogènes de trois quadriques n’appartenant pas à 
un même faisceau linéaire ponctuel. Le théorème est établi. 

Théorème corrélatif. — Étant donnés sept plans distincts ne 
passant pas par un meme point, tels quil n'en existe ni six tangents 
à Un même cône de la seconde classe ni quatre passant par une même 
droite, it existe une infinité de quadriques tangentes à ces sept plans, 
et ces quadriques forment an réseau linéaire langentiel. 

3. Théorème. — Les quadriques d'un réseau linéaire ponctuel 
sont rencontrées par un plan fixe 11 suioant les coniques d'un réseau 
linéaire ponctuel. 

En effet, soient Fi, Fa, F3 les coniques d’intersection du plan II 
avec les trois quadriques de base Hi, -3 du réseau. Une qua¬ 
drique Il du réseau fait partie d’un faisceau linéaire ponctuel 
contenant et une quadrique du faisceau linéaire ponctuel qui 
contient les quadriques Ha et S3. La conique F d’intersection de la 
quadrique S et du plan II fait par suite partie d’un faisceau 
linéaire ponctuel contenant Fi et une conique du faisceau linéaire 
Michel, Géom. mod. i3 
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ponclucl qui contient r2 et Fs. On voit donc que les coniques F 
forment un réseau limiaire ponctuel. 

Théorème copréhilif. — Les cônes ayant pour sommet un 
point donné et qui sont circonscrits aux quadriques d'’un réseau linéaire 
tangenliel forment un réseau linéaire iangeniiel. 

4. Théorème. - Les plans polaires d*un point donné par rapport 
aux quadriques d*un réseau linéaire ponctuel passent par un même 
point. 

En elîet, considérons les plans |x>laircs du point donné P par 
rapport aux quadriques de base Ha» ^3 î ils ool un point commun 
Soit un point A de la courbe d’inlcrscclion des quadriques Ht 
et Ha non situé sur la quadriqiie H3. Le plan PP'A rencontre les 
quadriques Ht, Ha, Hy suivant trois coniques Fi, Fa, l'n fpii n'appar¬ 
tiennent pas à un même faisceau linéaire ponctuel. Elles peuvent 
être prises comme coniques de base du réseau linéaire ponctuel 
formé par les coniques F d’intersection du plan II avec les quadri- 
(jues H du réseau donné. Les polaires de P par rapport aux coniques 
l’i» l'j« P:» concourent au point P'; d’après un résultat antérieure¬ 
ment établi (Vil, ^ 8), la polaire de P par rapport à l’une quel- 
concjue des coniques F passe par P', et par suite le plan polaire 
de P par rap]>ort à l’une c|uelcon(jue des quadriques H passe par PL 

Théorème corrélatif. — Les pôles dhm plan fixe par rapport 
aux quadriques d^un réseau linéaire tangenliel sont tous dans un même 
plan. 

En particulier, le lieu des centres des quadrùjiies d\m réseau 
linéaire iangeniiel est un plan. 
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TÉTRAÈDRES CONJUGUÉS ET INSCRITS OU CIRCONSCRITS 
A DEUX QUADRIQUES 


1. Théorème <le Hesse. — Toute (juailrltiiie (^) (guipasse par 
sept (les sommets A, B, C, l), V', B', C' de deux tétraèdres coujmjués par 
rapport èt une meme (piadrupie 'ül passe par le huitième sommet D'. 

En eiret, soient (jola les coniques (J inlersection du plan B(iD 
respectivement avec les([iiadriqu(‘sQet^. Puisqu’il existe un triangle 
13 GI.) inscrit à q et conjugue par rapport à a, il existe une infinité 
de tels triangles, et, en particulier, il en existe un, wzp, dont le 
sommet o) est situé sur h droite d’intersection des plans BCD et 
13 'C'D'. Soient q'eta' les coni((ucs d’intersection du plan Axfl avec 
les (fuadriques Q et X. Puisqu’il existe un triangle Axji inscrit à 
q' et conjugué par rapport à a', il en existe un autre dont un 
sommet est en A', (|ui est un point du plan AaS ; les deux autres 
sommets ■/.' et [i' de ce triangle sont situés dans le plan B'( 7 D'. 
Si (f et a” sont les conitpies d’intersection du plan B'(M.)' avec les 
quadriques (J et iJ, il existe donc un triangle tox'fi' inscrit à q" et 
conjugué par rapport h a'. Par suite, le triangle qui est 

conjugué par rapport à a" et dont les sommets B' et C' sont situés 
sur q'', a aussi son troisième sommet D' sur cette dernière coni¬ 
que ; autrement dit, la quadrique Q passe par D'. 

Ce théorème peut s’énoncer de la façon suivante: 

Étant données deux quadriques Q et S, s’// existe un tétraèdre inscrit 
(ï Q et conjuqiié par rapport èi ]1L\ tout point de Q est un sommet (Tune 
injinilé de tétraèdres inscrits ci () et conjugués par rapport ci 

En elTet, soient A, B, G, D les sommets du tétraèdre considéré 
inscrit à Q et conjugué par rapport à ü. Considérons un point A' 
quelconque de Q et son plan polaire par rapport à i], rencon¬ 
trant Q suivant une conique qelü suivant une conique a. Soient 
B' un point de q, G' et D' les points d’intersection de q avec la 
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polaire de B' par rapport à 7- Les points A', TV, G' sont trois sommets 
d’un tétraèdre conjugué par rapport à ü. Toute quadrique passant 
par A, B, G, D, A', iV, G' passe nécessairement par le pcMe du plan 
A'B^G' par rapport h il. Or, ce point est situé sur G'D'; c’est donc 
D'. Donc, le tétraèdre AMVG'IV est inscrit à Q et conjugué par 
rapport à 11. 

Un(' quadrique () circonscrite à un tétraèdre conjugué par rapport 
à iü est dite harmoniquement circonscrite à ü. 

Thôorème eorrêlatil. — Les quadriques Q qui sont tangentes 
nii.r plans de sept des faces de deux tétraèdres conjugués par rapport à 
une quadrique sont toutes tangentes au plan de la huitième. 

On a aussi l’énoncé suivant: 

Si une quadruple Q est inserilc ù un tétraèdre conjugué par rapport 
èi une quadrique il, tout plan tangent à () est le plan d*une face d'une 
infinité de tétraèdres circonscrits à Q et conjugués par rapport à il. 

On dit alors que la (juadri<juc O est harmoniquement inscrite èi la 
quadrique 

2 . Théorème. — Parmi les quadriques d'un faisceau linéaire 
ponctuel, il en existe une, et en général une seule, qui est harnioni-‘ 
(piement circonscrite èi une quadrique donnée D. S'il en existe plus 
d'une, toute quadrique du faisceau est harmoniquement circonscrite à i]. 

Soit, en elïet, un point A quelconque de la biquadratique com¬ 
mune aux quadriques Q du faisceau donné. Le plan polaire de A 
par rapport à ü rencontre les quadriques Q suivant les coniques q 
d’un faisceau linéaire ponctuel, et la quadrique il suivant une 
conique <t. Comme nous l’avons établi ( 11 , 8), parmi les coniques 

q, il en existe une, et en général une seule, qui est harmonique¬ 
ment circonscrite à a. I^a quadrique Q correspondante est 
harmoniquement circonscrite à i-. S’il existe plus d’une conique q 
harmoniquement circonscritè à a, toute conique q est harmonique¬ 
ment circonscrite à (j, et par suite toute quadrique Q est harmo¬ 
niquement circonscrite à S. 

Théorème corrélatif. — Parmi les quadriques d'un faisceau 
linéaire langentiel, il en existe une, et en général une seule, qui est 
harmoniquement inscrite à une quadrique donnée i]. S'il en existe plus 
d'une, toute quadrique du faisceau est harmoniquement inscrite à 
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3. Théorème. — Si une quadriqae 1' est harmoniquement 
circonscrite à une qaadrique S, la quadrique il est harmoniquement 
inscrite à ï'. 

En ellet, soit AHCD un tétraèdre inscrit à i]' et conjugué par 
rapport à 12. Il étant un plan tangent a 12, les quadriques Q tan¬ 
gentes à ce plan et admettant le tétraèdre ABCI) comme tétraèdre 
conjugué, parmi lesquelles se trouve 12, sont tangentes à sept plans 
II' autres que il, delinis de la façon suivante: 

On considère le plan M' conjugué harmonique de H par rap¬ 
port au plan d’une face du tétraèdre A BCl) et au plan qui passe 
par le sommet opposé et par la droite d’intersection de II et du 
plan de cette face; on obtient de la sorte quatre plans II' tangents 
aux quadriques Q. On répète ensuite les mêmes coristrnctions è 
partir de l’un quelconque de ces plans II' remplaçant le plan II ; 
quel que soit ce plan 11', on obtient quatre mêmes nouveaux plans 
tangents aux quadriques Q, parmi lesiquels se trouve le plan 11. 

Réciproquement, il est immédiat que tonte quadrique Q tangente 
au plan II et aux sept plans II' précédents admet le tétraèdre 
AR(2l) comme tétraèdre conjugué. 

On voit ainsi que les quadriques () forment un réseau linéaire 
tangentiel dont fait partie la quadrique 12. Gomme on le reconnaît 
immédiatement, les huit plans auxquels sont tangentes les qua¬ 
driques Qsc groupent de six manières dilTérentes en deux systèmes 
de quatre plans, concourant respectivement en deux points tels 
que a et a' ; les six couples de points a et a' sont situés sur les six 
arêtes du tétraèdre AIU2I) et .sont respectivement harmoniques par 
rapport aux couples des extrémités des arêtes (|ui les portent ; ces 
six couples de points sont desquadriques singulières du réseau linéaire 
tangentiel. 

(2ela posé, soit O le pèle du plan II par rapport à la quadrique 
12'. Il s’agit de montrer que le cône de sommet O circonscrit à 12 
est harmoniquement inscrit au cône de sommet O circonscrit à 12'. 
Or, les cônes S de sommet O qui sont circonscrits aux quadriques 
Q forment un réseau linéaire tangentiel qui contient, en particulier, 
les six cônes décomposés en les couples de droites telles que Oa et 
Oa'. Mais, le tétraèdre ARCI) étant inscrit à la quadricpie 12'» 
deux points tels que a et a' sont conjugués par rapport à 12', deux 
droites telles que Ox et Oa' sont conjuguées j)ar rapport au cône de 
sommet O circonscrit à 12'. Ainsi, le cône de sommet O circonscrit à 
12 ' est harmoniquement circonscrit à six cônes S; c’est plus qu’il 
n’en faut pour qu’il soit harmoniquement circonscrit à tout cône S 
et, en particulier, au cône de sommet O circonscrit à 12, lequel, in ver- 
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seincnl, lui est harmoniquement inscril, ce qu’il fallait établir. 

Théorème corrélatif. — Si une quadrique ü est harmonique¬ 
ment inscrite à une quadrique H', la quadrique il' est harmoniquement 
circonscrite r) i]. 

4. Théorème. — Les quadriques qui passent par cinq points 
donnés sont rencontrées par un plan fixe quelconque suimnl des coniques 
harmoniquement circonscrites à une conique fixe. 

en eOct A, B, G, D, E les cinq points donnes et H le plan 
donné. .le dis qu’il existe une quadrique S admettant le tétraèdre 
ABCD comme tétraèdre conjugué et telle que le plan polaire de E 
par rapport à cette quadrique soit le plan H. Pour le montrer, 
cherchons quelle doit être la conique I'' d’intersection d’une telle 
quadrique avec le plan BCD. D’abord, cette conique admet le 
triangle BCD comme triangle conjugué; en outre, la droite L 
d’intersection des plans 11 et BCD, étant conjuguée de la droite AE 
par rapport à (J, a pour pôle par rapport à V le point 1 d’intersection 
de AE et du ])lan BCD. Soient petji', y et y’, B et 5' les points de 
rencontre avec h respectivement des droites IB et CD, IG et DB, 
IDctBG. Les droites IB, IC, ID étant respectivement conjuguées 
par rapport à F des droites CD, DB, BC, les points PetQ d’inter¬ 
section de L et de la conique F sont les points doubles de l’involution 
qui contient les couples de points (fi, fi')» (y> vO» C®'» ^ ** 

résulte que la conique F est déterminée d’une manière unique 
(ÎI, § i«). La quadrique v cherchée est nécessairement inscrite 
suivant la conique F au cône qui a pour directrice cette conique et 
pour sommet le point A. Pour achever de déterminer la quadrique 
i:, il sullit d’en déterminer un point non situé dans le plan BCD. 
Menons pour cela la droite qui passe par E et un point M de la 
conique F ; la quadrique U doit passer parle conjugué harmonique 
M' de M par rapport au point E et au point de rencontre de la 
droite EIM avec le plan 11. D’ailleurs, la quadrique qui passe par F, 
qui est telle que le pôle du plan de F par rapport à cette quadrique 
soit le point A et qui passe par M' est bien la quadrique S cherchée. 

Gela posé, en vertu du théorème de Hesse, toute quadrique qui 
passe par les cinq points A, B, (], D, E est harmoniquement 
circonscrite à et est rencontrée par le plan 11, plan polaire de E 
par rapport à i], suivant une conique harmoniquement circonscrite 
à la conique Ü d’intersection de la quadrique S avec le plan fl. 

Remarquons qu’il existe cinq quadriques telles que S, chacune 
d’elles correspondant à une manière de partager les cinq pmnts 
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donnés en deux groupes, l’un contenant un de ces points, l’autre 
contenant les quatre autres points. Ges cinq quadriques sont 
rencontrées par le plan II suivant la même conique Ü. 

Application. — Supposons que le plan 11 soit le plan à l’infini 
et que la conique Q d’intersection du plan 11 avec les cinq quadri¬ 
ques ^ soit le cercle à T infini. Les quadriques sont alors des 
sphères, et les cinq points A, 11, G, D, E sont tels que quatre quel¬ 
conques d’entre eux soient les sommets d’un tétraèdre ortliocentrique 
ayant pour ortliocentre le cinquième de ces points. Les quadriques 
qui passent par ces cinq points ont pour coniques h l’infini des 
coniques Ijarmoniquemcnt circonscrites au cercle à l’infini ; autre¬ 
ment dit, leurs cônes asymptotiques sont éqailatères. 

On voit immédiatement que, réciproquernenlf les quadriques dont 
les cônes asymptotiques sont êqailalères qui passent par les sommets 
d un tétraèdre ortliocentrique passent aussi par l'orlhocentre de ce 
tétraèdre. 

5. Théorùnic de Faure et théorème de Monge. — 
I® Soient deux sphères Sj etS 2 liarmoniqucmcut circonscrites à une 
quadrique à centre unique à distance finie. D’après un théorème 
précédent, les .sphères S qui passent par l’intcirsection de ces deux 
sphères sont toutes harmoniquement circonscrites à 1 . L’une de ces 
sphères S est formée du plan radical II des sphères S, et cl du 
plan à l’infini ; ces deux plans «ont donc conjugués par rapport à il; 
autrement dit, le plan radical II des sphères S, et passe par le 
centre 0 de la quadrique S, Par suite, le centre 0 de 5 ] a même 
puissance par rapporta deux sphères quelconques harmoniquement 
circonscrites à Ü. Ainsi, 

Les sphères harmoniquement circonscrites à une quadrique S à 
centre unique à distance finie sont orthogonales à une sphère fixe <0 
concentrique à i]. 

Parmi les sphères qui passent par l’intersection des sphères Sj et 
83 , il en existe deux qui sont des sphères de rayon nul ; ces deux 
sphères de rayon nul sont orthogonales à la sphère m ; autrement 
dit, leurs centres P et P' sont situés sur o>. Ces sphères de rayon 
nul sont les cènes isotropes qui ont pour sommets P et P' ; ces cènes 
sont harmoniquement circonscrits aux cènes circonscrits à S qui 
ont pour sommets P et P', lesquels leur sont harmoniquement ins¬ 
crits. On peut donc, d’une infinité de manières, mener de chacun 
des points P et P' trois plans tangents rectangulaires à S. On est 
ainsi conduit au théorème suivant, dù h Monge : 
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Le lieu des sommets des trièdres Irirectangles circonscrits à une 
quadrique à centre unique à distance finie est une sphère concentrique 
à S. 

Cette sphère est dite sphère orthoptiqiie de i]. On a alors l’énoncé 
suivant, déi à Faure : 

Les sphères harmoniquement circonscrites èi une quadrique i] ci 
centre unique ci distance finie sont orthogonales à la sphère orthoptique 
de cette quadrique. 

2 ^ Supposons que la quadrique an lieu d’être une quadrique 
à centre unique à distance ünic, soit un paraboloïde. Le plan radical 
des sphères S, et Sj est conjugué du plan à l’in fini par rapport au 
paraboloïde. On a le théorèine suivant : 

Les sphères harmoniquement circonscrites à un paraboloïde ont leurs 
centrc'S dans un même plan P perpendiculaire à l'^a.re du paraboloïde. 

En répétant le raisonnement précédent, on voit que ce plan 
P est le lieu des sommets des trièdres trireclangles circonscrits au 
paraboloïde. 

Ce plan est dit plan orthoptique du paraboloïde. 

Soit un tétraèdre orlhocentriquc ABCD circonscrit à un para¬ 
boloïde i]. Si H est Torthocentre et si A', B', C', D' sont les pieds 
des hauteurs issues respectivement de A, B, C, D, on a 

11A . iÎA^ = 11B . ÏÏÏV = HC . ÏÏG' = iîi). lîîÿ. 

La sphère qui a pour centre H et pour rayon /ilÀ . ÏÏA' admet le 
tétraèdre ARCD comme tétraèdre conjugué. Le paraboloïde est 
harmoniquement inscrit à cette sphère, laquelle est harmonique¬ 
ment circonscrite au paraboloïde; d’après le théorème de Faure, 
le centre de la sphère est dans le plan orthoptique du paraboloïde. 
Ainsi, 

Le point de concours des hauteurs eVun tétraèdre orthocentrique 
circonscrit à un paraboloïde est situé dans le plan orthoptique de ce 
paraboloïde. 

Applications. — i® Considérons un point P commun aux 
sphères orthoptiques de deux quadriques et Les cônes S qui 
ont pour sommet le point P et qui sont circonscrits aux quadriques V] 
du faisceau linéaire tangentiel qui contient lüieti^a forment un 
faisceau linéaire tangentiel. Or, deux de ces cônes sont harmoni¬ 
quement inscrits au cône isotrope de sommet P ; il en est de même 
de l’un quelconque des cônes S ; autrement dit, le point P est situé 
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sur la sphère orthoptique de l’une quelconque des quadriques v. 
Par suite, 

Les sphères orthoptiqaes des quadriques d'un, faisceau linéaire tnn- 
gentiel forment an faisceau linéaire ponctuel. 

La ligne des centres de ces sphères est le lieu des contres des 
quadriques ü ; cette droite est parallèle à Taxe du paraboloïde qui 
fait partie du faisceau dos quadriques ü. Le plan radical comrntin 
aux sphères orthopliques est le plan orthoptique de ce paraboloïde. 

2 ® Considérons un point P commun aux sphères orlhoptiqucs 
de trois quadriques ^ 2 , n’appartenant pas à un même faisceau 
linéaire tangcntiel. Les cùncs S qui ont pour sommet le point P et 
qui sont circonscrits aux (|uadriques ü du réseau linéaire tangentiol 
qui contient Hi, l'o cl forment un réseau linéaire langentioi. Or, 
trois cônes de ce réseau, irappartcnant pas à un même faisceau 
linéaire tangentiol, sont harmoniquemerit inscrits au cône isotrope 
de sommet P ; il en est de morne de Tun quelconque des cônes S, 
autrement dit, le point P est situé sur la sphère orthoptique de 
Tune quelconque des quadriques 1 !. Par suite, 

Les sphères orthopliques des quadriques d'un réseau linéaire 
tangenliel ont deux points communs, distincts ou confondus. Elles 
jorment un réseau linéaire ponctuel. 

Le plan des centres de ces sphères est le lieu des centres des 
quadriques ü. 

6 . Théirrêiiie de — Si un trièdre ayant pour sommet 

un point fixe 0 d'une quadriqiie — varie de façon à rester conjugué 
par rapporta un cône fixe S du second degré de sommet 0, le plan qui 
passe par les points de rencontre variables de ses arêtes avec la qua- 
drique - passe par un point fixe. 

Soient en eIVct deux positions de ce trièdre variable, ayant pour 
arêtes respectivement OA, OB, OC et OA', OB', OC', les points 
A, B, G et A', B', C' étant les |K)inls de rencontre autres que O 
de ces droites avec Soient P et F' les coniques d’intersection de 
la cjuadrifjue — avec les plans ABC et A'B'ti' ; ces deux coniques se 
rencontrent en deux points D et D' situés sur la droite d’intersec¬ 
tion des plans ABC et A'B'C'. Les deux cônes qui ont pour sommet 
le point 0 et pour directrices les coniques F et F' passent par les 
deux droites Oa et Ox' d’intersection de - avec son plan tangent 
en 0 et aussi par les droites OD et OD'. Or, ces deux cônes sont 
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harmoniquement circonscrits au cône S ; il en est de même de tout 
cône du faisceau linéaire ponctuel qui contient ces deux cônes; 
d’après cela, le plan tangent en O à S ci le plan (OD, OD') sont 
conjugués par rapport au cône S; autrement dit, la droite polaire 
A par rapport au cône S du plan tangent en 0 à S rencontre la 
droite Dl)'. On voit ainsi que les deux plans AHG cl A'IÎ'G^ ren¬ 
contrent cette droite fixe A au même point. 

Tlic^orènie corrélatif. - - Si un iriedre variable circonscrit à 
une quadrique fixe est rencontré par un plan tangent fixe II à 
celle quadrique suivant un triangle qui reste conjugué par rapport à 
une conique fixe T située dans le plan II, /e sommet de ce trièdre 
décrit un plan, rpii rencontre le plan II suivant la polaire par rapport à 
r du point de contact de II avec —. 

En particulier, supposons que lu conique considérée T soit le 
cercle à l’infini; la quadrique - est alors un paraboloïde et le 
trièdre variable est trircctanglc. On voit ainsi que 

Le lieu des sommets des trièdres Irirectangles circonscrits à un 
paraboloïde est un plan perpendiculaire à Luxe du paraboloïde. 



GHAPITHE AlV 


CUBIQUES GAUCHES 


1 . Théorèiiuî. — Par six points arbitraires de l'espace, il passe 
une cubique qauche et une seule. 

Soient en olfct A,, A^, . . . , A,- les six poitiU donnés. La cubique 
clierchee est ncccssairenient située sur le C(^nc du second de^rc qui 
a pour sommet le point Aj et qui pa.sse [)ar les cin(| droites A,A 2 , 
A ( As, . . . , AjAü et aussi sur le cène du second degré qui a pour 
sommet le point A, et qui passe par les cinq droites A^Ai, A 2 A 3 , 
A 2 A 4 , . . . , AjAg. Or, ces deux cônes on! en commun lu droite AiA 2 ; 
le reste de leur intersection est une cubique gauche, qui convient. 

* 2 . rilt^OPèine. — Une cubique gauche esl, en général, ren¬ 
contrée par une quadrique quelconque en six points. Si une cubique 
gauche a plus de six points communs avec une quadrique, e.lle appar- 
tient à celle quadrique. 

Soient en elFet deux points O et 0' de la cubique et considérons 
les cônes du second degré qui ont pour sommets 0 et 0 ' et pour 
directrice commune la cubique. Ces deux cônes et la quadrique 
donnée - ont huit points communs dont deux sont les points 
d intersection de la droite 00 ' avec la quadrique S ; les six autres 
points sont les points d’intersection de lu cubique et de la qua¬ 
drique S. 

U y a exception si les quadriques précédentes ont une courbe 
commune; O et 0' étant arbitraires, cette courbe commune ne peut 
être que la cubique gauche, qui est alors située sur la quadrique 51. 

Ainsi, deux cas cl deux seulement sont possibles : ou bien la 
cubique a six points communs avec 51, ou bien elle est située sur 
51. Il en résulte que les quadriques qui passent par sept points d’une 
cubique gauche la contiennent tout entière ; ces quadriques 
forment un réseau linéaire ponctuel. 
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3. Théorème. — Par tout point de l'eapaee U passe une droite et 
une seule rencontrant une cubique gauche donnée en deux poinlSy 
distincts ou confondus. 

En effet, les quadriques qui passent par sept points de la cubique 
et par le point donné O forment un faisceau linéaire ponctuel. La 
courbe commune à ces quadriques se compose de la cubique gauche 
et d’une droite passant par le point O et rencontrant la cubique 
en deux points. En outre, une telle droite est unique, car s’il existait 
deux droites passant par O et rencontrant chacune la cubique en deux 
points, le plan de ces deux droites aurait quatre points communs 
avec la cubique, ce qui est impossible. 

4. Rapport anharmoniquo de quatre points d*tifie 
cubique gaiiclie. — Théorème. — Le rapport anharmonique 
des quatre plans qui passent par (juatre points fixes d*une cubique 
gauche et par une droite variable rencontrant la cubique en deux points 
est constant. 

Soient en effet quatre points A, 11, C, D de la cubique, et d’autre 
part deux droites rencontrant la cubique, l’une aux points M et N, 
l’autre aux points M' et N' ; il s’agit de démontrer que le rap¬ 
port anharmonique (MNA, MNll, MNG, MND) est égal au rap¬ 
port anharmonique (M'N'A, M'N'B, M'N'C, M'N'D). Montrons 
d’abord que les rapports anharmoniques des plans MNA, MNB, 
MNC, MND et des plans MM'A, MM'll, MM'C, MM'D sont égaux. 
En effet, considérons le cône S qui a pour sommet M et pour 
directrice la cubique ; c’est un cône du second degré ; sa section 
par un plan quelconque 11 est une conique. Si a, b, c, d, rn' et n 
sont les points d’interseclion de ce plan et des droites MA, MB, 
MC, MD, MM' et MA, d’apres le théorème de Chasles, les deux 
rapports anharmoniques (rni, n/>, ne, nd) et (m'a, m'6, m'e, m'd) 
sont égaux. Or, ces deux rapports anharmoniques sont respec¬ 
tivement égaux aux rapports anharmoniques (MN V, MNB, MAC, 
MND) et (MM'A, MM'B, MM'C, MM'D), qui sont ainsi eux- 
mèmes égaux. 

De la même manière, en considérant le cône qui a pour sommet 
M' et pour directrice la cubique, on voit que les rapports anhar¬ 
moniques (MM A, MM'B, MM'C, MM'D) et (M'N'A, M'N'B, M'N'C, 
M'N'D) sont égaux. En définitive, le rapport anharmonique 
(MNA,. . . , MND) est égal au rapport anharmonique (M'N'A;. . . , 
M'N'D). 

La valeur constante du rapport anharmonique des quatre plans 








